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Eloszo

A ,Matematikai médszerek a kutatas szolgalataban” cimU példatar célja, hogy atfogé és gyakorlatori-
entdlt segitséget nyudjtson a Magyar Tannyelvl Tanitoképz6 Kar mesterképzésben részt vevd hallgatéinak
- legyen sz6 tanitd, évodapedagogus vagy kommunikator szakos képzésrdl. A példatar olyan matematikai
eszkozoket és mddszereket mutat be, amelyek hasznosak lehetnek a tudomanyos kutatasban, az adatok
elemzésében és az eredmények értelmezésében, és példatarként szolgalhat a Pedagdgiai kutatdsmaddszer-
tan statisztikaval cimU tantargyhoz.

A fejezetek felépitése Ugy lett kialakitva, hogy a hallgaték 1épésrél 1épésre sajatithassak el a szukséges

elméleti alapokat, majd azokat konkrét példakon keresztil alkalmazhassak. A konyv tartalmaz:
+ Elméleti dsszefoglalokat, amelyek rendszerezik a legfontosabb fogalmakat és tételeket.
+ Szemléltetd példakat, amelyek megkdnnyitik az elmélet megértését.
+ Kidolgozott feladatokat, amelyek bemutatjdk a megoldasi stratégiakat.
+ Gyakorloé feladatokat, amelyek lehet8séget adnak az 6nallé munkara és a tudas elmélyitésére.

A példatar témakorei kozott szerepelnek a numerikus sorok, Taylor- és Fourier-sorok, kétvaltozés fliggvé-
nyek differencidlhanyadosai, szélsGérték-problémak, hibaelmélet, egyenletek és integralok numerikus meg-
oldasa, valamint differencidlegyenletek numerikus médszerei. Ezek az ismeretek nemcsak a matematikai
gondolkodas fejlesztését szolgaljak, hanem a kutatdsi munka soran felmerul6 problémak megoldasaban is
kulcsfontossaguak.

Reméljik, hogy a példatar hozzajarul a hallgatdk szakmai fejl6déséhez, és inspiraciot nyujt a matematikai

modszerek kreativ alkalmazasahoz a kutatasban.

© Papp Zoltan
© Magyar Tannyelvid Tanitoképz6 Kar, Szabadka
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1. fejezet

Szamsorok

1. Definicié. Legyenazaq,a,, ..., a,, ... elemekkel adott egy val6s szamsorozat. A
>
Y a,=a;+ay++a,+ - (1.1)
n=1

kifejezést végtelen szdmsornak nevezzik, melynek n-edik tagja a,,.

Az
S]. - al,
S2 - a‘]_ + a2,
n
S,n = a1+a2—|—"'+an:Zak
k=1
O0sszegeket az () szamsor részletdsszegeinek nevezzik.
2. Definicié. Ha létezik a lim S, = S hatarérték, ahol S véges szam és {5, }, o\ a részletésszegek
n—oo
sorozata, akkor a () sor konvergens, és 6sszege S. Ha lim S, = 400 vagy pediga lim .S, hatarérték
n—oo n—oo

nem létezik, akkor a () sor nem konvergens, vagyis divergens.

A numerikus sorokkal kapcsolatos feladatokban féleg a sorok konvergencidjat vizsgaljuk, és az 6sszegu-

ket keressuk.

oo
1. Példa. Hatdrozzamega Y " sor dsszegét, ahol g € R.
n=1

Megoldas. A mértani sorozat els6 n tagjanak 6sszegét a kdvetkezd képlettel szamithatjuk ki:
n+1>

iaqk:—a(l—q .

k=0 l—gq



2 Szdmsorok

Alkalmazva ezt a képletet, a sor n-edik részletdsszegét a kdvetkez6 médon irhatjuk fel:

Sp = 4+ P+ +"=ql+q+++q¢"7) =
q1—¢") ¢ ¢!

l—-q¢ 1—q 1—gq

A mértani sor ¢ hanyados értékétdl fuiggbéen harom esetet kilonbdztethetiink meg:

n
«q=18,= > 1¥ =n,vagyis S = lim S, = oo, igy a sor divergens;
n—oo

k=1
n+1 n+1
. 1S = lim (-2 — €Y — 4 jim €= 4 (o) = i - :
ql > 1: 8 nIL>moo(1_q 1_q) T nl;m% =1 (—o0) = o0, vagyis a sor divergens;
c gl < 1:S = lim (7L — qnﬂ) =4 — m £ = —L, vagyis a sor konvergens.
n—oo 1—q 1—q 1—q n—o00 1—q 1—q

1.1 Pozitiv tagu sorok

A sorok konvergenciajat kivizsgalhatjuk a definicio szerint igy, mint az el6z8 példaban, vagy pedig a nume-

rikus sorok konvergencidjanak kivizsgalasara szolgald kritériumok segitségével.

oo
1. Tétel (Sor konvergenciajanak szikséges feltétele). Haa Y a,, sor konvergens, akkor lim a, = 0.
n=1 n—oo

o
2. Példa. Vizsgalja meg konvergencia szempontjabola »

n
——— sort.
o /n(n+1)

Megoldas. Mivel lim a,, = lim

=1 # 0, az el6z6 tétel szerint az adott sor divergens.
n—00 n—oo Vn(n+l)

|

I. Osszehasonlité kritérium: Legyen a,, > 0ésb,, > 0 minden n € N természetes szamra, és tételezziik

fel, hogy a,, < b,, minden n > n indexre, ahol n, € N természetes szam. Akkor érvényes a:

oo o0
Majorans kritérium: A > b, sor konvergenciajabol kévetkezik a » | a,, konvergencidja.
n=1 n=1
oo oo
Minorans kritérium: A ) a,, sor divergencigjabdl kovetkezika ) b,, sor divergencidja.
n=1 n=1

o0
3. Példa. Vizsgalja meg konvergencia szempontjabéla » ﬁ sort a majorans kritérium segitségével.
n=1

Megoldas. Mivel az adott sor tagjai mind pozitivak, alkalmazhatjuk a majorans kritériumot. A feladat meg-

oldasahoz a kovetkezé lemmat alkalmazzuk:
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1
n
n=1

oo
1. Lemma. A > —= harmonikus sor divergens, ha o < 1, és konvergens ha > 1.

o0

Az adott sorta # sorral majoraljuk. A majorans sor eleget tesz a majorans kritériumnak, mivel
n=1

a, = ﬁ <b, = # ng = l-re. Az el6z6 lemma szerint a majorans sor konvergens, mivel « = 2 > 1,

igy az eredeti sor is konvergens.

IL. Osszehasonlité kritérium: Tételezziik fel, hogy

o a
nILmOO—":k, a, >0,b, >0, neN.
n

Ekkor érvényesek a kdvetkez6k:

o0 oo
i) Haa > b,, sor konvergens, és 0 < k < oo, akkora > a,, sor is konvergens.
n=1 n=1

oo oo
i) Haa Y_ b, sordivergens, és 0 < k < oo, akkora »_ a,, sor is divergens.
n=1 n=1

oo
4. Példa. Vizsgélja meg konvergencia szempontjabéla ﬁ sort a II. 6sszehasonlitd kritérium segitsé-
n=1
gével.
Megoldas. Az emlitett kritérium alkalmazhat6, mivel a sor mindegyik tagja pozitiv. A sor n-edik tagja a,, =

Tl—l' Legyen b, = % Ekkor érvényes:

o
Mivela > b, = Zzozl % sorban @ = 1, a sor divergens az () szerint. A II. 6sszehasonlitd

n=1
kritérium szerint az adott sor is divergens.

Hanyadoskritérium (D'Alambert - féle kritérium) (J. L. R. D'Alambert (1717-1783)) Tételezzlk fel, hogy

an+

lim 1:q,an>0,n€D\l.

n—oo  a,,

Haqg < 1, az () sor konvergens, ha pedig g > 1 az () sor divergens. A sor konvergenciaja nem

hatarozhaté meg a hanyadoskritérium segitségével, ha ¢ = 1.
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oo
5. Példa. Vizsgalja meg konvergencia szempontjabéla » # sort a hanyadoskritérium segitségével.
n=1

Megoldas. Emlékezziink vissza a faktoridlis definicidjara: n! :=n-(n—1)- (n—2)---2- 1.

Az adott sor mindegyik tagja pozitiv, igy alkalmazhaté a hanyadoskritérium. A sor n-edik tagja a,, = % igy

Apyq1 = (nil)! = (n+11),n!. A hanyadoskritérium szerint
a T n! n! 1
! . .
qg = lim il — im leim—:Iim—:Iim—:0<1,
n—oo @, n—oo o n—oo (n + 1)' n—o0 (’n + 1) -nl n—o0 (n + 1)
vagyis az adott sor konvergens.
O

Gyokkritérium (Cauchy - féle kritérium) (A. L. Cauchy (1789-1857)) Tételezzik fel, hogy

lim /a, =gq, a, >0, n € N.

n—o0

Hag < 1,a () sor konvergens, ha pedig g > 1 az () sor divergens. A sor konvergenciaja nem
hatarozhaté meg a hanyadoskritérium segitségével, ha g = 1.
o0

6. Példa. Vizsgalja meg konvergencia szempontjabéla > (
n=1

n+1
2n—1

)™ sort a gyokkritérium segitségével.

Megoldas. Az adott sor mindegyik tagja pozitiv, igy alkalmazhaté a hanyadoskritérium. A sor n-edik tagja

a, = (225 )™. A gydkkritérium szerint

L/ m+1\" n—+1 1
4= 10 Vi = 10, <2n—1) e 1 27
vagyis az adott sor konvergens.
O
Cauchy - féle integralkritérium Legyen f(x), > 0 nemnegativ, monoton csékkend fiiggvény. A
o.¢]
> fn)
n=1
sor akkor és csakis akkor konvergens, ha az
oo
/ f(x)dx
1
improprius integral is konvergens.
oo
7. Példa. Bizonyitsa be az ()-t, vagyis bizonyitsa be, hogy a » n% harmonikus sor divergens
n=1

a < 1-re, és konvergens o > 1.



Tetsz6leges tagu sorok 5

Megoldas. Mivel a :%a flggvény pozitiv és monoton csékkend, alkalmazhatjuk az integralkritériumot. Te-
kintsiikaz f(n) = n% figgvényt az adott sor n-edik tagjanak. Vizsgaljuk ki a kovetkezd improprius integralt

konvergencia szempontjabol:

o | pl—o oo rl-o 1
dz = —dz = = i — .
/1 flw)dz /1 e v 1—alh x|—>r201—04 l—«o

Az o paraméter értékeit8l fuggden a kovetkezd esetek jelentkezhetnek:

« o = 1l-re az integral nem értelmezett, igy az improprius integral sem értelmezett. Az integrélkritéri-

um szerint a harmonikus sor divergens.

j ey
. x _ 7 7 7 7 ’ . . . z . .
ca < lrea CCI|ﬁmOo i=a — O0C hatarérték végtelen, igy az improprius integral divergens, vagyis az

integralkritérium szerint a harmonikus sor is divergens.

-«
. x _ 7z z 7 . . . . 7 . z
ca>lrea IILmOO g — 0 hatarérték véges, vagyis az improprius integral konvergens. Az integral-

kritérium szerint a harmonikus sor is konvergens.

O
1.2 Tetszéleges tagu sorok
3. Definicié. Az () tetsz6leges tagu sor abszolut konvergens, ha a
> an] = lay| + lag| + -+ + |a,| + - (12)

n=1

sor konvergens.
A konvergens sort, mely nem abszolut konvergens, feltételesen konvergens sornak nevezzik.

2. Tétel. Ha az (1.1) sor abszoltt konvergens, akkor feltételesen is konvergens, viszont 4ltalanos esetben a

forditottja nem mindig igaz.

3. Tétel. Az abszolut konvergens sor 6sszege nem fligg a tagok atrendezésétdl, még a feltételesen konver-

gens sornal a tagok atrendezése kihat a sordsszegre.
Tekintsuk a tetszéleges tagu sor egyik specialis fajtajat, a valtakozo el6jell sorokat.

4. Definicié. Azt a sort, melynek tagjai valtakozva pozitivak és negativak, alternald, illetve valtakozo elgjeld

sornak nevezzik:

oo
(=D)"e, =y —epteg— o+ (1) e, 4o (1.3)
=

n

Leibniz kritérium (G. W. Leibniz (1646-1716)) Ha a {cn}, n € N sorozat monoton csokkend, vagyis
0<c,q <c, nEN,és lim ¢, =0, akkor az (f.3) alternlé sor konvergens.

n?
n—o0
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S _1\n+1
8. Példa. Vizsgaljakia ) % sor feltételes és abszolut konvergenciajat.
n=1

Megoldas. Vizsgaljuk ki el6szér a sor feltételes konvergencidjat:

1
Cntl _nil _ "
=i = ,
Cy, = n+1
: 1
lim ¢, = lim —=0.
n—oo n—oo N

A Leibniz kritérium segitségével megallapithatjuk, hogy az adott sor konvergens.
n+1

Vizsgaljuk ki a sor abszolut konvergencidjat, vagyis ellenérizzik le a Z ‘ = ZZO: % sor feltételes

1
konvergencidjat. Ez a sor harmonikus sor, melyben av = 1, ezért dlvergens. Emiatt az adott sor abszolut

divergens.

1.3 Miiveletek sorokkal

4. Tétel. Legyenek a > a, és Y b, sorok konvergensek, és jeloljik 8sszegiiket rendre a-val és b-vel.

n=1 n=1
Ekkor
oo
> (a,+b,)=a+b.
n=1
o oo
5. Tétel. Legyenek a > a,, és > b, sorok konvergensek, és jeldljuk 6sszeglket rendre a-val és b-vel.
n=1 n=1

Ekkor a szorzatuk is konvergens sor:

icn:ian'ibn,

n=1 n=1

aholc,, = ayb,, + ayb,, _ +---a,b;, n € N, és érvényes:

o0 (o]
(i) Haa > ¢, sorkonvergens, akkor »_ ¢, = a-b.

o0 oo oo
(i) Haa > a,, > b, sorok legalabb egyike abszolut konvergens, akkora » _ ¢,, sor is konvergens, és
n=1 n=1 n=1
oo
érvényes > ¢, =a-b.
n=1

1.4 Feladatok a szamsorokbol

1. Feladat. Hatarozza meg a kdvetkez6 sorok részletdsszegeit és sorgsszegét:

o0 1 )
a) Z sy b 2. GrmmEy
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oo (‘Unil %) 1
A D e e) > In(1+ )
n=1 n=1
d) Z nZ(Zil)”' f) Z ( {L/a_ n+\1/a>7 a>0.
n=1 n=1
Megoldas. a) Az m = % — n+r1 egyenl&séget alkalmazva az n-edik részletdsszeget felirhatjuk a

kovetkez6 alakban:

S, = ! + ! + = + -+ ! =
206 12 nin+1)
- (173)+ G=3) = G=3)++ (G-759) -
B 2 2 3 3 4 n n+l)
B 1
N n+1
Asor dsszegét meghatarozhatjuk a kévetkezd sorozat hatarértékének kiszamitasaval: S = lim (1 — %H) =
n—oo
1.
o
b) frjuk fel az n-edik tagot két tért 6sszegeként:
1 A N B An+3)+B(n+2) n(A+B)+3A+2B
(n+2)(n+3) n+2 n+3 (n+2)(n+3) (n+2)(n+3)
Innen egy linedris egyenletrendszert kapunk:
A+B = 0
3A+2B =1
Az egyenletrendszer megolddsa A = 1 és B = —1, igy a sor n-edik tagjat felirhatjuk az a,, =

1 1 1

(n+2)(n+3) ~ n+2  n+3

S = zn:(l<+2)1(/lc+3) =i(,€%2—%ﬁ)=(§—ﬁ)+(i—§)+

k=1

alakban. Innen az n-edik részletdsszeq:

+< 1 1 >_1 1
n+2 n+3) 3 n+3

A sor 6sszege:

S = lim S5, = lim (1— ! >:

1
n—oo n—oo \ 3 n-+3 §
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¢) frjuk fel az n-edik részletésszeget a kévetkezé médon:

1+1 1+ +(—1)n—1_
8 16 32 on—-1

1
4
)b () e (G- S)-

+1+ + ot —1<1+1+1++1)—
8 32 on—1 "9 4 16 on—2 )

n/2—1

1 1 1 1 1
1+ — 4 ) = . (=
( +4+16Jr +42_1> Z 2 (4)

k=0

k
Az igy kapott sor mértani sor, melynek elsé tagja a = % és hanyadosa q = i. A sor g tagbal all, és

)

Az adott végtelen sor 6sszegét megkapjuk, ha kiszamitjuk a kdvetkez8 hatarértéket:

s=gm 3 (1-(3)7) =3 -0-0-2

az 0sszegét a kovetkezd mddon szamithatjuk ki:

R R

" 1—ygq 1— 4

n

1
4
T =
1

|3

d) Irjuk felasora, = % n-edik tagjat parcialis tortek alakjaban:
2n+1 A B C D
n?(n+1)2 - 5+ﬁ+n+1+(n+1)2:
A3 +2n2 4+ n) + B(n? +2n+1) + C(n® +n?) + Dn?
- n2(n + 1)2 -
n3(A+C)+n*2A+B+C+D)+n(A+2B)+ B
- n?(n+1)2

Az egyltthatdk kiegyenlitésével a kdvetkezd linedris egyenletrendszert kapjuk:

A+C =
2A+B+C+D =
A+2B =

B =

i CIEE

Az egyenletrendszer megolddasa A =0, B =1, C =0, D = —1, igy az n-edik tagot felirhatjuk a

kovetkezé mddon:
2n+1 1 1

n = n2(n+1)2 n2 (n+1)%
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Az adott sor felirhaté a kdvetkez8képpen:

s 2n + 1 o0 1 1
S =2 (e )

Az n-edik részletdsszeg felirhato

alakban. Innen a sor 6sszege:

. . 1 _
5= n||—>moo Sn o n||—>moo <1 N (n + 1>2> =1

e) Asor n-edik tagja:

1 n+1
a, n< +n> n— n(n+1)—Inn
Innen az n-edik részletdsszeg:
S, = (IN2—=In1)+(In3—=In2)+ (INd—1In3)+--+(In(n+1)—Inn) =

= —Inl+m(n+1)=In(n+1).

A sor 6sszege pedig:

S=lim S,= lim In(n+1) = oo,

n—oo n—oo

vagyis az adott sor divergens.

f) Az n-edik részletdsszeget megkaphatjuk a kovetkez6 médon:

S, = (a—Va)+ (Va—Va)+(Va—Va)+-+ (Va— "Va) =
= a— "Va.

Innen a sor 6sszege:

S= lim S, = lim (a— "Va)=a—1,

n—oo n—oo

mivel lim {/a=1,a > 0.

n—oo
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2. Feladat. Vizsgalja meg konvergencia szempontjabdl a kévetkezd sorokat:

[o@) 1 ) 0 1 )
a) nz=:1 (2n—1)%" 2 nz::l \/3n(2n-1)’
b) 2_31 n\/im" 9 Z_:l %ﬁ

Megoldas. A sorok kivizsgaldsanal az 1. Lemmat és az 6sszehasonlité kritériumot alkalmazzuk.
_ 1 . . T .. 2L .
a) Asora, = 17 n-edik tagjat majoraljuk kdévetkezdképpen:

1 1 1

a, = < =—=0,.
"o 2n—12 (2n—n)2 nz2 "
o0 oo
Mivela > b, = > -z harmonikus sor v = 2-re, az (1. Lemma) alapjan konvergens. A majorans
n=1 n=1

kritérium alapjan az adott sor is konvergens.

o
b) A sor n-edik tagjat majoraljuk:
1 < 1 < 1 b
a, = =0,.
" onyn+1 nyn nd2m
oo
Mivela > # sor harmonikus o = %-re, a majorans sor konvergens, és a majorans kritériumnak
n=1
kdszonhet6en az eredeti sor is konvergens.
o
¢) Minoraljuk a sor n-edik tagjat:
1 1 1 1
a, = > = = =b,.
V3n2n—1)  V3n-2n  V6n-n  nV6
o0
A ﬁé sor harmonikus & = 1-re, igy a minorans sor divergens, és a minorans kritériumnak
n=1
kdszonhet8en az eredeti sor is divergens.
o

d) Gyoktelenitsuk a sor n-edik tagjat:

vntl—vn Vntl+vn _ 1 N !
Vi Vnkleva o Vaar ey a(vaEn +van)
1 1

29mv2on 2320/’
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5 , .
A Z NG sor harmonikus o = 2-ra, igy ez a sor divergens. A minorans kritérium szerint az

n—
eredeti sor is divergens.

3. Feladat. A hanyadoskritérium segitségével vizsgalja ki a kdvetkez8 sorokat konvergencia szempontjabdl

[oe) n o0
a) Yy & d) > na" 1t a>0;
n=1 n=1
2 1 11
b) Z T a > 0; e) Z 2nnu2n+1;
o> | 0 n
. . a
Q) P N Y Traarararay @ >0
n=1 =1
Megoldas. Konnyen leellendrizhetjik, hogy az adott sorok pozitiv tagu sorok, igy alkalmazhatjuk a hanya-
doskritériumot.
. o 2n+1 - 2271
a) Mivela, . = -7 = 77,
a 2.2 2n
g= lim 1 = jm 2 = jim =2>1,
n—oo @ S n—oon 4+ 1
és az adott sor divergens
o
. o an+1 o a-a™
b) Mivel @y, 11 = gty = Grtyml-
a a-a”
g= lim 2L = |im nthmt iy =0<1.
n—oo @, n—o0 T n—oo 1 +
A hanyadoskritérium szerint a sor konvergens
c) Emlékezziink vissza a faktoridlis definiciojara, n! = 1 -2 - 3---n. Mivel Qn,iq = (éﬁr)lﬁl
(n+1)-n! n_ . s
CES IS I nhﬁmoo (1 + ) = ¢, a hdnyadoskritérium szerint
a (n+1)-n! n n 1 n
qg = lim ntl _ wzlim< ) = lim <1— > =
n—oo  a,, n— 0o ﬁ% n—oo \n + 1 n—oo n-+1
1 —(n+1)\ L
= lim 1+ —— = lim emit =e 1 <1,
n—00 —{n—+1) n—oo
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vagyis az adott sor konvergens.

o
d) Azn + 1-edik tagot felirhatjuk a,,.; = (n + 1)a™ = (n + 1) - a - a™ " alakban, igy:
q= nILmOO a;—:l = nILmoo (n i ;)anc_zl o = anli%mOo r j; 1 = a.
A hanyadoskritérium szerint, ha a > 1, a sor divergens, ha pedig a < 1, a sor konvergens.
o

e) Vezessik be a dupla faktoridlist: n!! :=mn-(n—2)-(n—4)-(n—6)--2-1. Azn + l-edik tagra

érvényes:
2n+1! (2n+1)2n—1)!

il T on p2)12n2 T (2n+ 2)(2n)l - 2. 2

A hanyadoskritérium szerint:

(2n+1)(2n—1)!

a S.9n 2n+1 1
q= lim nil = lim (2n+2()2(iri)1!;|?2 = = lim —< ) = =< ].7
n—oo @, n— 00 W n— 00 2(2n —+ 2) 2
vagyis a sor konvergens.
<&
f) frjuk fel azn + 1-edik tagot a kévetkez6é médon:
an+1 a - an

fnt1 (1+a)(14+a?)-(1+a")(1+a")  (1+a)(l+a2)-(1+a?)(1+antl)

Innen
a aa a
o . n+l | (I4+a)(1+a?)--(1+a™)(1+a™*tt) . .
4 = n||—>moo a o n||—>moo ar o n||—>moo 1+ ant1 o
n (1+a)(1+a?)---(1+am)
a, a<1l;
_ 1 .
- 2 a = 17
0, a>1.

vagyis a sor konvergens, mivel az a paraméter 6sszes értékére g < 1.
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4. Feladat. A gyokkritérium segitségével vizsgalja meg a kdvetkezd sorokat a konvergencia szempontjabél:
+2 o
n n
a) Z ( ) ; d) Zl (GO
n—

b 3 3 (%0): P
0 " n(n+1)
9 3 da 0 xR

Megoldas. Kénnyen leellen8rizhetjuk, hogy az adott sorok pozitiv taguak, igy alkalmazhaté a gyokkritérium.

a) A gyOkkritérium szerint:

/n+2\" n-+ 2 1
q n|—>moo n nl—>moo ( 2n > nl—>m0<> 2n 2 < ’
vagyis a sor konvergens.
o
b) Asorn-edik tagja: a,, = 3% ("’Tﬂ) A gyokkritérium szerint
] n+1 n+1
g = lm g a = lim
n— 00 n—o00 3” 3 n%oo
1 1 1
= —lm [(1+— :—Ilm 14—
3 n—oo n 3 n—oo n
1
=2 lim e/ =2 < 1,
n—00 3
igy a sor konvergens.
o
) Alkalmazva azt, hogy lim {/n = 1, a kévetkezét kapjuk:
n—oo
n 1 1
7 ’IZL)mOO Un anm a™ a ’nL)mOO \/ﬁ a <5b
vagyis az adott sor konvergens.
o

d) Ugyanazt a hatarértéket alkalmazva, mint az eléz8 feladatban, a kévetkez6t kapjuk:

n

1
qg= lim a, = lm ¢ n = lim \/ﬁ:—:O<1.

n—00 n—00 (In n)” n—oo Inn o0
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Lathatjuk, hogy az adott sor konvergens.

e) A gyokkritériumot alkalmazva a kovetkezét kapjuk:

n
n

. . 3 31
1= I Ve = I N T e T T T

vagyis a sor konvergens. Belathatjuk, hogy ezt a feladatot megoldhatjuk a majorans kritérium segit-

ségével is.

o
f) A gyokkritériumot alkalmazva a kovetkez6t kapjuk:
o (= 2\ n—2\"""
= | Y = | = | =
q anm n nlﬂmoo \/<n+2> nlﬂmoo (n—|—2>
—4(n+1)
4 n+1 1 % n+2
= lim eiﬁﬁl) =et< 1,
n—oo
vagyis az adott sor konvergens.
o
o0
5. Feladat. Vizsgalja ki konvergencia szempontjabéla > W, a > 1 sort az integralkritérium segit-

ségével.

Megoldas. A sor n-edik tagjat jeléljuk f(n)-el, vagyis f(n) = n(; Az f(x) = —L— fiiggvény pozitiv

Inn)e z(Inx)e
hax > 1 és monoton csokkend. Alkalmazhatjuk az integralkritériumot, vagyis kivizsgaljuk az J;Oo f(x)dx

improprius integral konvergenciajat:

Inx =t

o o o
1 dit
/ flz)dx = / ——dr=| ¥ =gt :/ — =
2 b z(Inx)? r o 1%
t€[In2,00)
oo 1
= = ( lim 17— (In 2)1—a) =
l—alpe 1—a \n—x
—1 1 ;
= = = const.
(I—a)(In2)*=t  (a—1)(In2)e"1 ’
A fenti szdmitasban alkalmaztuk azt, hogy lim t'=¢ = é = 0, mivel @ > 1. Az improprius integral

n—oo
konvergenciajabdl kovetkezik az adott sor konvergenciaja is.
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6. Feladat. A Leibniz kritérium segitségével vizsgalja ki a kdvetkez§ alternalé sorok konvergenciajat:

) 00
(_1)n—1 . n+1
) S EE a0 o 5 G
00
Z 1n+t d) cos nT
— h logn *

Megoldas. Mivel az elsé harom feladatban lathatéan alternald sorokrél van szé, ellenérizzik le a Leibniz kri-
térium feltételeinek teljestilését. Emlékezziink vissza, a sorozat monoton csékkend, hac,, 1 —¢,, < 0vagy
pedig CZ—“ < 1 pozitiv tagui sorozatok esetén. A feladatokban adott sorok n-edik tagja altal meghatarozott

sorozatok mind pozitivak, igy a monotonitast a masodik képlet segitségével is meghatarozhatjuk.

a) Asor n-edik tagjac,, = n% innenc, .| = W Hatarozzuk meg:

* a monotonitast:

Cn1 _ e _ (n \"
’; = —< ><1,

n no

vagyis a sorozat monoton csokkend.

* asorozat hatarértékét: lim ¢, = lim n% = 0.
n—oo n—o0

Mivel a Leibniz kritérium mindkét feltétele teljesul, az alternalé sor konvergens.

o
b) Asor n-edik tagja c,, = ﬁ vagyis ¢, .1 = m Ellen6rizzik le a:
* monotonitast: )
Chy1  (m+Dnt+2) N 1
= i = ,
c, CESY) n+2
lathatjuk, hogy a sorozat monoton csékkené.
* sorozat hatarértékét: lim c, = lim wnED) — 0.
n—oo n—oo
A Leibniz kritérium szerint az adott alternalé sor konvergens.
o

c) Asorn-edik tagjac, = %/ﬁ Ellen@rizzik le a Leibniz kritérium feltételeinek teljestilését:

* monotonitas: mivel ¢, ,; = %”/ﬁ ezért

vagyis a c¢,, sorozat monoton csékkend.

oz . . 1
* ac, sorozat hatarértéke: |lim ¢, = Ilim =0.
n n—oo n—soo V2n+1
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Mivel teljestiinek a Leibniz kritérium feltételei, az adott szamsor konvergens.

d) Analizéljukacosnm, n = 2, 3,4, ... figgvény viselkedését, vagyis ellengrizzik le az el§jelét. Tudjuk,
hogy cos2m = 1, cos3m = —1, cosdm = 1,..., vagyis cosnm = (—1)", n = 2,3, .... Innen
kévetkezik, hogy az adott sor alternald, melynek n-edik tagja ¢,, = @ Erre a sorra alkalmazhatjuk
a Leibniz kritériumot.

* Monotonitas:

1
Cn+1 _ log (n+1) _ |Og n 1
Cn Iogln log (n+ 1) ’

mivel a logaritmus fliggvény névekvé.

+ Sorozat hatarértéke: lim ¢, = lim |1 = 0.
n—00 n—oo 097

Az adott sor konvergens a Leibniz kritérium szerint.

7. Feladat. Vizsgalja ki az adott sorok feltételes és abszolut konvergenciajat:

a) Zl(—l)n:—ii Q) 21(_1>n+15ng+3;
S n n 1
o & ()" 0 $ ko

Megoldas. El6szor a sorok abszolut konvergenciajat vizsgaljuk ki, majd utédna a feltételes konvergenciat,

mivel az abszolut konvergencidbdl kovetkezik a feltételes.

oo
PO . P szez | n!
a) Ellendrizziik le a kévetkezd sor konvergencigjat: » ‘(— ) | = ,‘L. Ennek a sornak a kon-
n=1

vergenciajat mar egyszer kivizsgaltuk a 3. feladatban, a c) alatt a hanyadoskritérium segitségével. Az
emlitett feladat szerint a sor konvergens, vagyis a feladatban adott sor abszolut konvergens. A sor

abszolut konvergenciajabdl kdvetkezik a feltételes konvergencia is.

(@)
b) Vizsgaljuk ki a kévetkezd sor konvergencigjat: Z ‘ (2"“)”‘ =Y @Zﬁ)n Mivel pozitiv

3n+1
n=1

tagu sorrél van szo, a gyokkritériumot fogjuk alkalmaznl

lim
n—o0

= lim
nHOOSn—f—l 3

n<2n+1>n o 2n+1 2
— _<17
3n—+1
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vagyis a sor konvergens. Ebbdl kdvetkezik, hogy a feladatban adott sor abszolut konvergens, és igy

feltételesen is konvergens.

<&

o0 (]

. .- +1 n _ n . .z . Z0:

c) Tekintsiik a 21 ‘(—1)” 5nQJrg| = 21 £.273 sort. Ennek a sornak az n-edik tagjat minoraljuk,
n—= n=

majd alkalmazzuk a minorans kritériumot.

n < n n 1
a, = = = )
" Bhn24+3° Hn2+3n?2 8?2  8n "

[ee]
1 . o . . . . g
A Zl g, Sor harmonikus ¢ = 1-re. Az ([I. Lemma3) szerint ez a sor divergens. A minorans kritérium
n=

o0
szerinta » ﬁ sor is divergens. Ennek kévetkeztében a feladatban adott sor nem abszolut kon-
n=1

vergens!

Vizsgaljuk ki a sor feltételes konvergenciajat. Mivel a sor alternald, a Leibniz kritériumot alkalmazzuk.

* Monotonitas: "
n
Cni1  Bman2i3  dn®+5n?+3n+3
e o e 3 5 < 1,

c
mivel n = 1, 2, .... Innen latszédik, hogy a c,, sorozat monoton csékkené.

=0.

* Asorozat hatarértéke: lim ¢, = lim

_n_
P
n—00 n—oo ON°+3

Mivel a Leibniz kritérium feltételei teljestilnek, a feladatban adott sor feltételesen konvergens.

o
Sl S .
d) Tekintstka ) ‘W = > W sort. Mivel a sor tagjai pozitivak, alkalmazhatjuk a hanya-
n=1 n=1
doskritériumot:
1
. Apiq . (n+2)a?n+2 . n+1 1
lim ——= = lim ——F—— = — lim = —.
n—oo @, n—oo ———ms— a“ n—oo n+2 a

(n+1)a?n

Vizsgaljuk ki a fenti hatarértéket az a # 0 paraméter fliggvényében:

* halal > 1, akkor lim a(’;—“ < 1 és az adott sor konvergens, igy a feladatban adott sor
n—oo

n

abszolut konvergens, ennek kdszénhet8en feltételesen is konvergens;

+ ha |a| < 1, akkor a sor nem konvergens, igy a feladatban adott sor sem abszolut konvergens.
Mivel alternald sorrél van sz9, ellendrizzik le a feltételes konvergenciat a Leibniz kritérium se-
gitségével.

S TEET 1
- A sorozat hatarértéke: nl|_)moo [CEsrE

- Monotonitas: nem vizsgaljuk ki, mivel az el6z6 feltétel sem teljesult.

= oo, mivel |a| > 1.

A Leibniz kritérium szerint a sor feltételesen divergens.
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1.4.1 Gyakorlé feladatok

8. Feladat.

9. Feladat.

10. Feladat

11. Feladat.

12. Feladat.

13. Feladat.

14. Feladat.

15. Feladat.

vel.

16. Feladat.

17. Feladat.

18. Feladat.

19. Feladat.

20. Feladat.

21. Feladat.

22. Feladat.

23. Feladat.

24. Feladat.

25. Feladat.

oo

Hatarozzamega » ﬁ sor n-edik részletdsszegét és a sor dsszegét.
n=1

o0

Hatarozzamega »
n=

) 2 TonTs Sor n-edik részletésszeget és a sor Osszegeét.

o0

. Hatdrozzamega ) T

1) (T 2) sor n-edik részletdsszegét és a sor 6sszegét.

n=

o0

Vizsgéljakia ) nzlnté) sort konvergencia szempontjabdl.
1

n=

o0
Vizsgaljakia »_

n=

1 H .7 7
P P sort konvergencia szempontjabdl.

o0
Vizsgéljakia »_ W sort konvergencia szempontjabdl.
n=2

(e @)
Vizsgaljakia > f\%i sort konvergencia szempontjabdl a hanyadoskritérium segitségével.
n=1

i (nt2)3nt : s
Vizsgéljakia > — 7 sort konvergencia szempontjabdl a hanyadoskritérium segitségeé-
n=1 '
. L gn-—1 . P
Vizsgaljakia Y @i sort konvergencia szempontjabdl a hanyadoskritérium segitségével.
n=1
o (2n-1\"
Vizsgéljakia ) (42:1) sort konvergencia szempontjabél a gyokkritérium segitségével.
n=1
x n
Vizsgalja ki a “7% sort konvergencia szempontjabdl a gyokkritérium segitségével.
n=1

o0
Vizsgaljakia »_ nt%%e=2" sort konvergencia szempontjabdl a gyokkritérium segitségével.
n=1

o0
n+1
Vizsgéljakia »_ \i% sort konvergencia szempontjabdl a gyokkritérium segitségével.
n—=2 n'n

(o e)
. sy . 1 . sz . - e e 2 7
Vizsgaljakia » ) —5 sort konvergencia szempontjabdl az integralkritérium segitségével.
n=

o0

Vizsgaljakia >

o, sort konvergencia szempontjabol az integralkritérium segitségével.

oo
Vizsgéljakia ) '“T” sort konvergencia szempontjabdl az integralkritérium segitségével.

n=1
- 1 2n41
. 0 . — n P . . el 2 e 2
Vizsgalja ki a Zl(—l)” nin 1) alternald sort a Leibniz kritérium segitségével.
n=
- 1_2n%41
. 0 . — n P . . el 2o s sz
Vizsgaljakia Y (—1)" 761y alternalé sort a Leibniz kritérium segitségével.

n=1
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26. Feladat.

27. Feladat.

28. Feladat.

29. Feladat.

30. Feladat.

o0

Vizsgaljakia »_ (—1)”*1\% alternalo sort a Leibniz kritérium segitségével.
n=1
o0

Vizsgaliakia Y (—1)™2% alternlé sort a Leibniz kritérium segitségével.
n=1
S~ (-

Vizsgaljakia ) Tng1)22 Sof abszolut és feltételes konvergenciajat.
n=1

S _1\n—1
Vizsgaljakia ) % sor abszolut és feltételes konvergencijat.
n=1

S _1\yn—1
Vizsgalja ki a (1) sor abszolut és feltételes konvergencijat.
gal) 2n—1 g ]

n=1



2. fejezet

Fuiggvénysorok

5. Definicié. Azt a sorozatot, melynek tagjait valamely X C R halmazon értelmezett figgvények képezik,

fliggvénysorozatnak nevezziik. A fliggvénysorozatot felirhatjuk a kdvetkez8 alakban:

fi(@), folx), oo, fo (), ..., T € X,

vagy pedig réviden { f,, },,c,- Hasonlé médon definidljuk a fiiggvénysorokat is. A

D u,(x), zeX 2.1
n=1

sort, ahol az u,,, n € N fuggvények az X C R halmazon értelmezettek, fliggvénysornak nevezzuk.

n?

6. Definicié. A fliiggvénysor olyan x valtozéinak X halmazat, melyre a R.1| fiUggvénysor konvergens, a fligg-

vénysor konvergenciatartomdnydnak nevezzuk.

7. Definicié. Ha x a fuggvénysor konvergenciatartomanyaba tartozik, akkor az
n
Su(@) =Y up(w) = uy (2) + up(x) + oo + 1w, (@)
k=1

fuggvényt a fuggvénysor n-edik részletdsszegének nevezzik, még az S(x) = lim S, (x) hatarértéket
n—oo
a figgvénysor 8sszegének, az R, (z) = S(x) — S,,(z) kulénbséget pedig a fliggvénysor maradékanak

nevezzuk.

2.1 Hatvanysorok

Hatvanysornak a figgvénysor specialis alakjat nevezzik.

8. Definicié. A
Zan<‘r —x0)" = ag +ay(x — xg) +ay(x —x0)? + -+ @, (x —xh)" - (2.2)
n=0

alaku fuggveénysort hatvdnysornak nevezzuik.

20
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6. Tétel. Minden hatvanysornal kiszamithaté az olyan R > 0 szam, melyre haz € (x; — R,z + R), a
sor konvergens, ha pedig x ¢ (2, — R,z + R), a sor divergens. Az (x, — R, x, + R) intervallumot a
hatvanysor konvergenciatartomanyanak, mig az 2 szamot konvergenciasugarnak nevezzik. A konvergen-
ciatartomany széleiben, vagyis az * = x £ [2-ben a hatvanysor lehet konvergens vagy divergens, igy itt

klon le kell ellenérizni a konvergenciat.

A hatvanysorral kapcsolatos feladatoknal altaldban a konvergenciatartomany meghatarozasa a cél. A

konvergenciasugarat a Cauchy - Hadamard] és a Dirichlet B képlet segitségével lehet kiszamitani:

1
R = —————— Cauchy-Hadamard képlet; (2.3)
lim {/|a,
n—oo
R = Im Dirichlet képlet. (2.4)
n—oo an+1

9. Példa. Szamitsa ki a kovetkez6 hatvanysorok konvergenciasugarat, konvergenciatartomanyat, és vizsgal-

ja ki a sorok konvergenciajat a konvergenciatartomany széleiben:

a) Y b) > (n+1)x™
n=1

n=1

Megoldas. a) A sor konvergenciasugarat a Cauchy - Hadamard képlet segitségével szamitjuk ki. A sor

n-edik tagja: a,, = %

1 B 1 .
Jim el im /]2

n—oo

Mivel z, = 0, a konvergenciatartomanyt felirhatjuk a kévetkezé médon:
€ (xg—R,xzg+R)=(0—1,0+1)=(—-1,1).

A hatvanysor konvergenciajat a konvergenciatartomany széleiben a megfelel szamsorok kivizsgala-

saval fogjuk megallapitani.

oo
. _ (—1)" . . (s , . _
Hax = —1,a 51 —— szamsort kapjuk. Ez egy alternal6 szamsor, igy alkalmazhatjuk a Leibniz
n—=
kritériumot:

-

itace Sntl . mrl M : ..
- monotonitds: =2t = 2t = Jh < 1, vagyis a {c,,} sorozat monoton csdkkens;

- asorozat hatarétéke: lim c, = lim L —o.
n—oo n—oo ™

Mivel a Leibniz kritérium feltételei teljestilnek, a szamsor konvergens.
o.¢]

s Hax=1a), % szamsort kapjuk. Ez a sor harmonikus, és mivel & = 1, a sor divergens.
n=1

Az el8z8 analizist szem el6tt tartva, felirhatjuk a hatvanysor konvergenciatartomanyat: [—1, 1).

*]. Hadamard (1865-1963)
'|. Dirichlet (1805-1859)
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b) A sor konvergenciasugarat a Dirichlet képlet segitségével szamitjuk ki. A képletet a hatvanysor a,, =

n + 1 n-edik tagjara és az n + 1-edik tagjara alkalmazzuk:

n+1
n+2

R = lim

n—oo

:Iim‘ ‘:1.

Ap+t1 n—00

Mivel z, = 0, a konvergenciatartomany (z, — R, xy + R) = (—1, 1). Vizsgaljuk ki a hatvanysor
konvergenciajat a konvergenciatartomany széleiben.

o0
« Hax = —1,a Y (—1)"(n + 1) szdmsor konvergencigjat kell kivizsgalni. Ez a sor alternald,
n=1
igy a Leibniz kritériumot alkalmazzuk.

.z C . .. P
- Asorozat monotonitasa: 2+ = Z—ﬁ > 1, vagyis a sorozat monoton novekvé.
n

Mivel a Leibniz kritérium feltételei nem teljesilnek, igy a szamsor divergens.
oo
« Haxz =1,a ) (n+ 1) szamsort kell kivizsgalni konvergencia szempontjabdl. Ez a szamsor is

n=1
divergens.
Mivel a hatvanysor divergens a konvergenciatartomany széleiben, a konvergenciatartomany felirhaté

(—1,1) alakban.

O

A hatvanysor konvergenciasugaranak és a konvergenciatartomanyanak meghatarozasa mellett néha
célszerd a fuggvényeket hatvanysor alakjaban felirni valamely x pont kérnyékében. Az ilyen feladatok fon-
tosak, mivel egyes muveleteket, mint pl. a derivalt- és integralszamitast néha kénnyebb a fliiggvény megfe-

lel6 hatvanysoran elvégezni, mint magan a figgvényen.

9. Definicié. Legyen az f fuggvény tetszélegesen sokszor differencialhaté az x; pontban. A

[ee] n) (g
(@) (5 — o) = (2.5)
n=0
/ T " T V4 T (n) T n
= f(zg) + L0l (2 — zg) + L) (3 — 30)2 4 L) (g — )3 oo L) (g g

hatvanysort a fuggvény Tt:ty/or—soro’makﬁ nevezzuk az x, pont kérnyezetében.

10. Definicié. Ha az f flggvény Taylor-sorba fejthet6 az x, pont kérdl, akkor a fuggvényt analitikusnak

nevezzik az x( pont kérnyezetében.

11. Definicié. Ha a @ képletben x, = 0, akkor a kapott hatvanysort a fliggvény Maclaurin-sorénakf nevez-

zuk:

n!
n=0

= f(0) + f/l(!O)x_,_ f’;(!o)m2 4 f//z;go)xg T f“;)fo)x” L

*B. Taylor (1685-1731)
$C. Maclaurin (1698-1746)
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Mivel az esetek tobbségében nem lehetséges kiszamitani a figgvény végtelen sok derivaltjat, vagyis nem
tudjuk meghatarozni a Taylor-sor Gsszes tagjat, ezért a gyakorlatban a fliggvényt kozelitjik (approximaljuk)

az n-ed foku Taylor-polinomjaval. A Taylor-polinomot felirhatjuk a kdvetkezé alakban:

n

> Lol (@ — ag)* = @)
k=1
’ ” V4 (n)
= f(zo) + L0 (2 — zg) + L) (g — 20)? + L) (5 — )3 o L) (g gyn,

Hasonlé médon felirhatjuk a fliggvény n-ed fokd Maclaurin polinomjat is, ha az el6z6 képletbe behelyette-
sitjuk az z; = 0-t.
A flggvény ilyennemU approximalasanal hibat ejtiink, mivel egy végtelen hatvanysort helyettesitiink egy

véges polinommal. Jeléljuk R, ¢ (x)-el a figgvény n-ed foku Taylor-polinommal valé approximalasanal ke-

N k)
letkezd hibat (maradékot). Ekkor a fliggvényt az x, pont kérnyezetében a f(z) = > fk—(,x(’)(a: —x)k +
k=1
R, . (x) alakban irhatjuk fel.
10. Példa. Az f(z) = # figgvényt fejtse Taylor-sorba az z; = —1 kéril és hatdrozza meg az igy kapott

hatvanysor konvergenciatartomanyat.

Megoldas. Hatarozzuk meg el8szor a fliggvény n-ed foku Taylor-polinomjat ugy, hogy kiszamitjuk a figg-

vény pdr derivaltjdnak értékét az x, = —1 pontban.
f=1) = oy = = 1k
flla) = 2 f=) = s 2 2!;
(f”($) 5%' f”(__1> - (4%)4 6 3!
f(z) = =2, (1) = o= 24 = 4L

Innen a Taylor-polinomot felirhatjuk a kdvetkezd alakban:

2! 3! 1)!
T.(z) = 1+i(:c+1)+§(x+1>2+~-+%(azﬂ)n

= 142+ 1) +3@x+1)*++(n+1)(z+1)"

o
A Taylor-sort pedig felirhatjuk az -z = > (n+ 1)(z + 1)™ alakban. A kapott hatvanysor konvergenciasu-
n=0
garat a Dirichlet képlet segitségével szamitjuk ki:

R = lim

n—oo n—oo

1
n + ‘:1

= Iim’
n-+ 2

Ant1

Innen meghatarozhatjuk a konvergenciatartomanyt is:
x€(rg—Ryxg+R)=(—1—1,—-1+1)=(-2,0).

Ellendrizzik le a konvergenciat a konvergenciatartomany végeiben:
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(0. @] o0
« Hax = —2,amegfelel§ szamsor > (n+1)(—2)" = > (—1)™(n+1)2™ alaku. Ez asor alternalo,
n=0 n=0
igy a konvergenciat a Leibniz kritérium segitségével vizsgaljuk ki:

i c gntl 2 2(n+2
- asorozat monotonitdsa: 2+t — (n+2) _ 2(n+2) > 1.

¢,  2"(n+l) = n+l

Mivel a Leibniz kritérium feltételei nem teljestilnek, igy a szamsor nem konvergens.

o0
 Hax = 0, a megfelel§ szamsor > (n + 1) alakd. Ez a sor divergens.
n=0

A konvergeciatartomanyt fel lehet irni a kévetkezd alakban: (—2,0).

O
Az e, sinx,cosx,In (1 + x)i (14 z)™ figgvények Maclaurin-sora felirhat6 a kovetkez alakban:
oo xn
et = Z—', r € R; (2.8)
— n
o x2n+1
siny = -1z R (2.9)
T;)( ) (2n+ 1)V ’
o x2n
cosr = —1)" rzeR; 2.10
HZ_O( et : (2.10)
n(l4+x) = - —, -1 <z < 1. 2.11
(I+a) = Y ()= < 2.11)
n=1
11. Példa. Fejtse Maclaurin-sorba az f(z) = e fuggvényt.
Megoldas. A fliggvény Maclaurin-sorbafejtéséhez az e” fliggvény @ Maclaurin-sorat hasznaljuk fel:
00 2\n o0 2n
T (=)™ T
¢ B Z n! Z< 1) n!
n=0 n=0
O

2.2 Fourier sorok

A Fourier sorok olyan fliggvénysorok, melyek tagjai trigonometrikus figgvények. A m(iszaki tudomanyok-
ban a periodikus figgvényeket gyakran célszer(ibb Fourierll sorok alakjaba felirni. Nagyon fontos kérdés,

hogy a figgvény Fourier sorba fejthet6-e, és milyen feltételek mellett fejthetd Fourier sorba.

7. Tétel (a fliggvény Fourier sorba fejtésérél (Dirichlet)). Az f(x) figgvény az

(a, b) intervallumon eleget tesz a Dirichlet feltételeknek, ha az adott intervallumon:

1. egyenletesen korlatos, vagyis minden x € (a, b)-re létezik olyan M > 0, melyre érvényes | f(z)| <
M;

9. Fourier (1768-1830)
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2. legfeljebb véges szamu elséfaju szakadasi pontja van a figgvénynek, vagyis az adott intervallum

mindegyik pontjaban létezik a figgvény véges bal- és jobb oldali hatarértéke;
3. afuggvénynek legfeljebb véges szamu szigoru széls6értéke van.

Ha az f(x) fuggvény eleget tesz a Dirichlet feltételeknek a (—r, 7) intervallumon, akkor a fiiggvény Fourier

sorba fejthet6 minden olyan x € (—, ) pontban, melyben a fuggvény folytonos:

o0
a
= _0+Z a,, cosnzx + b, sinnx) , (2.12)
2 n=1
az ag, a,,, b,, egyutthatdk kiszdmithatok a kévetkez6 képletekkel:
1 s
a, = —/ f(x)dx (2.13)
T —T
1 s
a, = —/ f(x) cosnx dx (2.14)
)
1
b, = —/ f(x) sinnx dx. (2.15)
T
—Tr

Ha az f(x) fuggvény paros, vagyis f(—x) = f(z) minden x-re, akkor a fenti képletek egyszerlsddnek:

™ 0 ™
by = %[mesmmdm:%Uﬁfu)smnmdw/o f<x>smnxdm] -

_ ! /f )sin (—na) (— dx)+/7rf(x)sinnxdx]:

/f smnmdx—k/ f(z smnacdx] =

/ —f(x smnacdm—l—/ f(z) smnxda:} =0,

3 |

A= oAl

oo
igy a Fourier sor %1 + > a,, cosnx alaku lesz. Hasonlé médon szamitjuk ki az a,, egy(tthatot is:
n=1

™ 0 ™
Q= %[Wf(x)cosnxdx:%[[Wf(l‘)cosnxdx+/0 f(m)cosnxdx] =

— % / f(—z) cos ( )(—da:)—k/OTr f(x) COSTLLL‘dl’:| =
= % /7r —f(m)cosnxdx+/Oﬂf(x)cosnxdm] =
— % _/wa(x) cosnxdx+/07rf(x) cosnmdx} = %/wa(x)cosnmdm.

Ha az f(x) fuggvény paratlan, vagyis f(—x) = — f(x) minden z-re, hasonlé médon kapjuk, hogy
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oo
=0ésh, =2 foﬂ f(z) sinnz dx. A Fourier sort ekkor felirhatjuk a »  b,, sin nz alakban.
n=1

12. Példa. Rajzolja le az f(z) = z, f(x) = f(x + 2knm), k € Z periodikus fuggvényt, melynek

alapperiédusa [—, 7). Irja fel a fliggvény Fourier sorét az adott intervallumon.

Megoldas. Rajzoljuk le az adott periodikus figgvényt. AR.1| dbra bal oldalan a figgvény grafikonja lathato,
fuggvény paratlan, mivel f(—z) = —x = —f(z), ezért aqy = 0,a,, = 0. A fiiggvény paratlansaga a
grafikonrdlis latszédik. Csak a b,, egyutthatét kell kiszamolni. Aszamitasban alkalmazzuk azt, hogy sin nm =

O0n=1,2,...éscosnm = (—1)",n=1,2,....

1 [7 2 (7
b, = —/ f(af;)sinnxdxz—/ f(x)sinnxdr =
T -7 T 0
2/7T _ u=2x dv=sin nx dx
= — rsinnx dr =
T Jo

__cosnx
n

du=dx V=

2 ( cos nx ™ ( /Wcosnx >)
= —|— ‘ — | — dx =
T n g b n
2 - 1sinnx ™
T n n n
2 —m(=1)" 2. (—1)ntt
oo n - n ’
Yy y
6 64
44 44
21 24
5 76 4 5 LD I S S A S I P AR
2 24
4 At
61 67

2.1. abra: Az y = x periodikus fliggvény és approximacioja Fourier sorral
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A fuggvény Fourier sorat felirhatjuk a kévetkez§ alakban:

1 n+1

xz2i%sinnw.

|

8. Tétel. A (0, 7) intervallumon adott fuggvény kibdvithets a (—m, 0) intervallumra mint paros vagy mint
paratlan fuggvény, vagyis a fiiggvény Fourier sorba fejthet6 a (0, 7) intervallumon csak szinuszos vagy csak

koszinuszos tagok segitségével.
13. Példa. Az f(x) = 2 fiiggvényt fejtse Fourier sorba csupa szinuszos tagokkal a (0, ) intervallumon.

Megoldas. Mivel az adott fliggvényt csak szinuszos tagu Fourier sorba kell fejteni, ezért a figgvényt a
(—m, 0) intervallumon paratlan fiiggvényre bévitjuk. Innen kovetkezik, hogy a, = a,, = 0. A b,, egyuttha-

tora érvényes, hogy:

2 (" 2 (" 4 [T
b, = —/ f(a:)sinn:z:dx:—/ 25innxd:1::—/ sinnx dz =
T Jo T Jo T Jo

nr=t

—4 ™ —4
= | ndr=dt | = — cos mc‘ = — (cosnm — cos0) =
™ 0o ™
dCL':E
—4 S n=2%+1,kecZ
— (- =g
™ 0, n=2k keZ

fgy a Fourier sort felirhatjuk a kévetkezé alakban:

:Zn@k—i—l sin (2k+ 1)x —;Z 2k sm(2kz+1)m.
k=1 —1

|

A 27m-nél kilonbozé periddussal rendelkezd fliggvényeket is Fourier sorba fejthetjuk. Tekintstk a 21, [ €

R periédusu fuggvényt. Ez a fuggvény is Fourier sorba fejthetd a (A, A + 2[) intervallumon, ahol A € R.

9. Tétel. A 2[, | € R periddussal rendelkezé fliggvény Fourier sorba fejthets, melynek egyutthatdi kisza-
mithatdk a kovetkez6 képletekkel:

A+21

1

a, = 7/ f(z)dz (2.16)

A

1 /A+2l e

a, = - f(x) cos — dx (2.17)
N [
1

b, = —/ f(x)sin " G, (2.18)
A l

A Fourier sor alakja:
:%%—Z(a cos—+b smnlﬂ). (2.19)

n=1
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14. Példa. A (5, 15) intervallumon fejtse Fourier sorba a f(x) = 10 — x fliggvényt.

Megoldas. Rajzoljukle a figgvény grafikonjat, majd vizsgaljuk ki a figgvényt parossag szempontjabél. Mivel

2.2.dbra: Azy = 10 — x periodikus figgvény

f(—x) # 4 f(x), els6 ranézésre a figgvény se nem paros se nem paratlan. Ha viszont a fiiggvény P.2
grafikonjat tekintjuk, lathaté, hogy a figgvény pératlan, vagyis elég kiszamitani a b,, egyutthatét. Mivel
a fuggvényt a (5, 15) intervallumon kell Fourier sorba fejteni, igy A = 5,1 = 5, az alapperiédus pedig
10. Az egyutthaté szamitasanal alkalmazzuk a parcidlis integralast és a kovetkezg identitdsokat: sin 3nm =

sinnm = 0, miveln = 1,2, ... és cos 3nm = cosnm = (—1)".

1 nmwx 1/ nmwe
b, = —/ f(x)sin—dx:—/ (10 — z) sin — dx =
A 5 D

l 5)
_ ju=10—=x dv:sin”%dx B
| du= —dz v:fsin%dx:—%cos% N
1[=5(10—2) nmz® 5 [P o
= = cos ‘ - — cos—dx| =
5 nmw 5 Ig nm Je
1[25 25 ( 5 >2 a1
= —|—cos3nm+ —cosnm— | — | sin— =
5 | nmw nmw nm 5 I5
1[50 52
= — |—cos3nm — <—> (sin3nm — sin mr)] =
5 [nm nm
1 50 10cos3nm  10(—1)"
= —.—cosdnm = = ,
5 nm nmw nmw

A Fourier sor felirhaté a kovetkez6 alakban:
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10N (=)™ nmx
0-z=—) in 212
r= o sin —

n=1

a

A Fourier sornak a trigonometrikus alakjan kival, amit f6leg a matematikaban alkalmaznak, létezik

komplex alakja is. A komplex alakot f6leg a technikai tudomanyokban alkalmazzak. A Fourier sor komplex

alakjat az €™™® = cos nx + isinnx és e " = cosnz — isinnx Eulerd képletek segitségével kaphatjuk

meg:
o0
fl@)y= > c,em, (2.20)
n=—00
_ ag _ a,—tb _ a,+ib . .. P p Ny
ahol¢y = 3, ¢, = 252, c_,, = 52, N> 1. Az ay, a,, és b,, egyltthatokat korabban definialtuk.

15. Példa. Szamitsakiaz f(z) = e*, —m <z < m, f(x) = f(x + 2k7), k € Z periodikus fiiggvény

Fourier sor komplex alakjaban a c,, egyttthatoét.

Megoldas. A fliggvény se nem paros, se nem pdratlan, igy ki kell szdmitani az a, a,,, b,, egyltthatokat.

1 [" 1
a, = —/ edr=—(e"—e ")
—Tr

s s

Az a,, egyutthat6 kiszamitasahoz ki kell szamitani a kovetkez6 integralt:

- U = COS NI dv = €% dx
I = e cosnxdr = =

du = —nsinnxdr v =e"
= eicosnx—l—n/e‘rsinnmdx:

U = sinnx dv = e* dx -
= = e cosne +
du = ncosnxdxr v =e"

+ n(e‘”sinnm—n/e“cosna:dx) =
= e®cosnz +n(e”sinnx —nlz)

(1+n*)I = e*(cosnz + nsinnw)

I = T (cosnx 4+ nsinnz).

Innen az a,, egyltthaté kiszamithaté a kévetkez6 modon:

1 [ 1 [
a, = —/ f(x)cosnmdac:—/ e” cosnx dr =
™ —Tr @ —Tr

1[ Gy s )] ’ﬂ 1[ e T s ()

= = cos nx + nsin nx == cosnm — cos (—nm)| =
w14 n? x w14 n? 14 n?
(e

- (1 +n?)

IL. Euler (1707-1783)
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Ab,, egyutthaté kiszamitasahoz ki kell szamitani a kvetkezd integralt:

v u = sinnx dv =e*dx
J = e’ sinnxrdxr =

du = ncosnxdr v =e"

= emsinnx—n/excosmcdx:

U = COSNT dv=e"dzx .
= e sinnr —

du = —nsinnxdxr v =e¢e*
— n(excosnfz:—l—n/e‘”sinna:dx) =
= e*sinnx — ne® cosnx — n?J
J = e€*(sinnx —ncosnx)
ex
J = 5 (sinnx —ncosnz).
1+n

Innen b,, egyutthato:

1 [ 1 ["

b, = —/ f(:z:)sinna:dx:—/ e? sinnz dx =
T —T T —Tr
1 e’

. a 1 e™ )
= - [1 g (sinnz —ncosnx)] B = {1 +n2(s|nnﬂ_ncosmr) _

e 1 - . . .
1+ n2 (sin (—n) — n cos (_”W))] D) [—e™n(—=1)" + ne " (—1)"] =
_ (T =M (=)

(1 + n?)

A komplex alaku Fourier sor egyutthatdjat a kévetkez6 médon lehet kiszamitani:

_ Eg__ 1 T .
CO - 9 - ' (6 € )7
a, —1ib (e™ —e ™) (—1)"
— n n — 1
“n 2 27 (n? + 1) (I+in);
a,, +ib (em —e ™)(—1)"
— n n — 1 _
“n 2 oz 1) L)

2.3 Feladatok a fiiggvénysorokbaél

31. Feladat. Hatarozza meg a kovetkez6 hatvanysorok konvergenciasugarat, konvergenciatartomanyat, és

vizsgalja meg a hatvanysorok konvergenciajat a konvergenciatartomany széleiben:

8

3

o0 n oo 2
a) Y, o o Y. 3" a™
n=1 n=1

by > n"(z+3)" d > =
n=1 n=1

n-
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Megoldas. A konvergenciasugarat a Cauchy - Hadamard képlet segitségével szamitjuk ki.

a) A hatvanysor n-edik tagja a,, = nin Innen a konvergenciasugar:

1 1 1 1
= Wi S R
nllﬁmoo ‘an| n”—>moo \ |n_n| n—oo "

Mivel a konvergenciasugar végtelen, igy a hatvanysor konvergenciatartomanya is végtelen, vagyis a
hatvanysor konvergens minden & € R-re, igy nincs értelme vizsgalni a konvergenciat a konvergen-

ciatartomany széleiben.

o
b) Eszrevehetjiik, hogy, xy = —3. A hatvanysor n-edik tagja a,, = n'*. Innen a konvergenciasugar:
_ 1 - 1 - r 1 0
im /a.| lim /pn]  limn oo
n—o00 | n’ n—00 | | n—00
Mivel R = 0, a hatvanysor csak * = x-ra, vagyis * = —3-ban konvergens.
o

n2

¢) Ahatvanysor n-edik tagja a,, = 3™, igy:
B 1 - 1 - 1 1 0
im /la.|  lim /377 lim 3" oo
n|—>moo | Un | nII—>moo | 3 | n—00

vagyis a konvergenciasugar ugyanaz, mint az elézé feladatnal. A hatvanysor csak ©x = x-ra, vagyis

x = 0-ban konvergens.

d) A hatvanysor n-edik tagja a,, = n% innen pedig a konvergenciasugar:
1 1 1 1
k= lim \"/|a|: i L lim =1=4
o0 n lim ¢ |n~4”| n—oo 4 %/n 4

n—oo

A konvergenciatartomany z € (—4,4). Vizsgéljuk ki a hatvanysor konvergenciéjat a konvergencia-

tartomany széleiben.

(="
n-4m

oo
« Haz = —4, a kdvetkez8 szamsort kapjuk: Y
n=1

a Leibniz kritériumot alkalmazzuk. Mivel a sor n-edik tagja c,, = % altal alkotott sorozat mo-

o0 1)
= 21 % Ez egy alternalé sor, igy
n=

. ., C 7 . . P z .
noton csékkend: Z—“ < 1, és mivel lim ¢, = 0, a megfelel6 szdmsor konvergens, vagyis a
n n—oo

hatvanysor konvergens az x = —4 pontban.
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o0

oo
s Hax =4 a % = > L numerikus sort kapjuk. Ez a sor harmonikus, és & = 1. Innen
n=1"" n=1"
kovetkezik a divergencia, vagyis a hatvanysor divergens az x = 4 pontban.

A konvergenciatartomany felirhaté a kévetezé alakban « € [—4,4).

32. Feladat. Hatarozza meg a kévetkezé hatvanysorok konvergenciasugarat, konvergenciatartomanyat és

vizsgalja meg a hatvanysorok konvergenciajat a konvergenciatartomany széleiben:

o n (e ] 1

a) Y, T A Y glxz—>5"
n=1 n=1
o n (e @]

p) S = d Y hat, a> 1
n=1 n=1

Megoldas. A hatvanysorok konvergenciasugarat a Dirichlet képlet segitségével hatarozzuk meg.

a) A hatvanysor n-edik tagja a,, = % igy:

i L)n!
= i || = im CED i (41) = o,
an+1 n—oo (n+1)! n— oo n! n—oo

R = lim ‘

n—oo

Mivel a konvergenciasugar végtelen, a konvergenciatartomany is az, vagyis a hatvanysor minden

x € R konvergens. Emiatt a hatvanysor konvergenciajat a konvergenciatartomany széleiben nem

vizsgaljuk.
o
b) Mivel z, = —3, a hatvanysor n-edik tagja a,, = # Innen
. . L . (n+1)?2
R:hm‘ ‘:“m T = lim —— =1
n—oo an—i—l n—o0 (TL+1)2 n—oo n

A konvergenciatartomany z € (xy— R, z, + R), vagyis x € (—4,—2). Ellenérizzik le a megfelels

szamsorokat a konvergenciatartomany széleiben.

o0 n
+ Hax = —4, tekintsika » <7nlg) szamsort. Vizsgaljuk ki a szdmsor abszolut konvergenciajat,
n=1
mivel az abszolut konvergenciabdl kovetkezik a feltételes konvergencia is. Ez a numerikus sor

oo oo
. . —1" I
abszolut konvergens, mivela » ‘( n2) = > # sor harmonikus és o« = 2 > 1.

n=1 n=1
o
« Hax = —2, tekintsika » # szémsort. Ez a sor harmonikus és a = 2 > 1, igy konvergens.
n=1

A konvergenciatartomanyt felirhatjuk az = € [—4, —2] alakban.
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c) Mivel x, = 5, a hatvanysor n-edik tagja a,, = 4%. Innen

1 n+1
a = 4
R = lim ’ ‘ = lim |-4~|= lim =4.
n—oola,, 4 n—oo yT n—oo 4n

A konvergenciatartomany = € (z, — R,xy + R), vagyis z € (1,9). Vizsgaljuk ki a megfelels

szamsorokat konvergencia szempontjabdl a konvergenciatartomany széleiben:

oo oo
* Haz =1, aszamsor Zl % = Zl(—l)" alaku. Mivel a sor alternald, a Leibniz kritériumot
n= n=

alkalmazzuk. A sor n-edik tagja c,, = 1, és az altala alkotott sorozat nem monoton csékkend,

igy ez a numerikus sor divergens.
(o] n oo
+ Haz = 9, a megfelel6 numerikus sor > fl—n = > 1alakd. Ez a sor is divergens.
n=1 n=1
Mivel a hatvanysor a konvergenciatartomany mindkét szélében divergens, igy a konvergenciatarto-
manyt felirhatjuk = € (1,9) alakban.

o
. . . ool . _ (n+1)! _ (n+1)n!
d) A hatvanysor n-edik tagja a,, = —n2vinnen pediga, ., = ST = LT
n! 2
' a ‘ e . a” +2n+1
R = lim = lim || = lim s =
n—oola,, 4 n—00 n(n—ﬂ)g n—00 (TL + ]_)an
a
2
a™ ,a2n+1 a2n+1

= lim

n—oo (n + ]_)anz nL>moo (n + 1) 0,

mivel ha a > 1, akkor lim % = 00. Az adott hatvanysor konvergens minden x € R pontra, igy

n—oo
nincs értelme a konvergencia kivizsgalasanak a konvergenciatartomany széleiben.

33. Feladat. Fejtse Maclaurin-sorba a kévetkezd fuggvényeket:

a) f(z)=e"; o f(x) = cosx;

b) f(z)=sinx; d f(x)=In(1+x).
Megoldas. Mivel a fliggvényeket Maclaurin-sorba kell fejteni, , = 0.

a) Hatdrozzuk meg a fliggvény derivaltjainak értékét az x, = 0 pontban:
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Innen a fuggvény Maclaurin-sora felirhaté a kdvetkez6 alakban:

1 1 1
T=14z+ ¥+ =2+ g +R

n+1( )

2! 3!
vagyis révidebben: e* = >° i—?
n=0
o
b) A flggvény derivaltjainak értéke az x, = 0 pontban:
f(0) = sin0 0;
f'(x) = cosz, f () = cos0 1;
f"(x) = —sina, f7(0) = —sin0 0;
"(x) = —cosx, ”(0) = —cos0 —1;
fViiz) = sinz, V) = sin0 0;
V(z) = cosuz, V) = cos 0 1;
fVi(z) = —sinz, fYI0) = —sin0 0;
Felhasznalva a kapott értékeket, felirhatjuk a hatodfokd Maclaurin-polinomot:
- 1 0 1 3 0 i 1
Innen kovetkezik a fliggvény Maclaurin-sora:
o0
: (_1)n 2n+1
sinx = — .
7;) (2n+1)!
o
c) Afuggvény derivaltjainak értéke az x, = 0 pontban:
f0) = cos0 I;
f'(x) = —sing, f/(0) = —sin0 0;
f’(z) = —cosz, f7(0) = —cos0 —1;
"(x) = sinz, 70) = sin0 0;
fV(x) = cosu, V) = cos 0 1;
V(z) = —sinx, V(0) = —sin0 0;
fYi(x) = —cosuz, fVI(0) = —cos0 —1;
A figgvény hatodfokd Maclaurin-polinomaja a kdvetkez§
1 1 0
_ Yo 2 3, -4, °.5_ ~ .6
MG(gf)—1‘|’1,5’3 o1 +3'x +4!x +5!x L

Innen felirhatjuk a figgvény Maclaurin-sorat:
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o0
— (_l)n 2n
cosx = nz_o (2n)! T
o
d) Afliggvény derivéltjainak értéke az x, = O pontban
f(0) In(l+0) = 0
fllz) = 15 ) = 155 = 1 = 1
f”(l’) _ ﬁ, f//((]) — ﬁ = -1 = -1
f/// (I) ﬁ, f///(o) = ﬁ 2 21
v —6 v _ —6 .
Fre) = w70 = mop —6 = 3
V(z) = ui—i)f” V) = (1?:(1))5 = 24 = 4!:
A fuggvény 6todfoku Maclaurin-polinomja:
1 1 2! 3! 4!
_ DV a3 2 =
n(l+z) = 0—|—1|a: 2|:1: —|—3|a: 4|:c —|—5|a:
1 1 1 1
= O—l—x—§x2+§x3—1x4—l—3x5.
Innen felirhatjuk a figgvény Maclaurin-sorat is:
oo —
=3
n=1
o
34. Feladat. Irja fel az adott figgvények harmadfoku Taylor-polinomjat az x, pont kérul:
a) f(z) = ;’2 az xy = 2 kordl; b) f(z) = ze **azxy = —1 kérdl.
Megoldas. Szamitsuk ki az adott fuggvények derivaltjait bezarélag a harmadrendd derivalttal.
a) Helyettesitsiik be az x;, = 2 pontot a kapott derivaltakba:
_ 2x—3 _ .
, f(2) = 2-1)2 = L
2(x—1)2—2(z—1)(2z—3 - -
flay = MU g f(2) = 0
f”<$) —2(z—1) fi(ic;é) (—2x+4) (4;:11)2 f//(z) 4(,227;1%9 —9
p 4(z—1)*—4(z—1)3(42—10 —12z Z —12
fre) = HesliopEolell) . laoigs pr(g) = pRRE —
Innen a kdvetkez6 alaku Taylor-polinomot kapjuk:
1 2 12 5 3
Ts(x) = 1+ﬂ-0(x—2)—5(x—2) + = a3 (x =23 =1—(z—2)?+2(x —2)3.
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b) Helyettesitsiik a x, = —1 pontot a fliggvény derivaltjaiba:
f=1) = —e
fl(x) = e 2 —2pe 2 = e 2(1-21) f'(=1) = 3%
/() = —2e2(1—21)—2e2 = —de 2%(1—2) f7(—1) = —8e%
f7(z) = 8 **(l—x)—e?*.(—4) = 4e ?*(3—2x) f7(=1) = 20e%
Innen a harmadfoku Taylor-polinom:
2 2 8 2 20 5 3
Ti(z) = —e®+3e (m—kl)—ge (x+1)" + 3¢ (x+1)° =
10
= —e2+3e%(z+1)—4e(z+1)2 + ?€2<Z(J +1)3.
o

35. Feladat. Fejtsik Maclaurin-sorba a kdvetkez§ figgvényeket felhasznalva a mar ismert Maclaurin-sorokat.

_x3

a) f(x) = shx; b) f(x) =

Megoldas. Mindkét feladatot az f(x) = e” fiilggvény Maclaurin-sor segitségével oldjuk meg.

a) Az adott fuggvényt a definicio szerint fel lehet irni a shz = £ *26736 alakban. Az f(x) = e* fliggvény

Maclaurin-sorat alkalmazva a koévetkezét kapjuk:

e —e 1 (=" o (—)" 1o /2" Lz
e - Tza(za—z :a;<m—<—1> -
0o 2k+1 00 2k+1
= 2

mivel han = 2k, k € N, akkor

o = %2 ((32::;' - (i?) =0

k

b) Az f(x) = e” fliggvény Maclaurin-sorat kihasznalva a kovetkezét kapjuk:

) 3 ) 3n
n=0 n n=0 n
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36. Feladat. Rajzolja le, majd fejtse Fourier sorba az adott intervallumon a megadott periodikus fliggvénye-

ket, melyeknek alapperiédusa 27. Szamitsa ki a komplex alakd Fourier sor c,, egyutthatéjat.
a) f(t)=t4t € [—m,7); 0 flw)=sinaw, a ¢ Z,w € [—m,7);
b) f(z) = 55%, x € [0, 27); d) f(z) =chz, z € [-m, 7).

Megoldas. Az adott fliggvények grafikonjai a @ abran lathatok.

y 7
(a) 10% (b) !
4__
2__
6 4 S0 z\;\é 3 LG
24
4+
3 § x A
(c) A (d)
4__
2__
DN AN )
X_/6 A - AL NS 8\u
24
a 8§ 6 4 -2 0 2 4 6 8 o
61 27

2.3. dbra: Az adott figgvények grafikonijai

a) Az f(t) = t® fuggvény paros, igy b,, = 0. Szamitsuk ki az ay és a,,, n = 1,2, ... egyltthatokat!

2 (" 2 (" 237 273 272
= = Hdt==[ Pdt=-"—| ==-— =",
o 7T/0 1) 7r/0 w3lg w3 3

u=t2 dv = cosntdt

2 [ 2 [
a, = —/ f(t)cosntdt:—/ t? cosnt dt = 1
T Jo T Jo du=2tdt v= _sinnt

2 [t2 ™ 92 [T 4 T
= — {—sinnt ——/ tsinntdt} = —— tsinntdt =
T|n 0o Ny nw
u=t dv = sinntdt 4 t ™ 1 [7
= 1 = —— ——cosnt‘ + — cosntdt| =
du = dt v:—ﬁcosnt nm n 0 n Jy
4 —1)" 1 ™ 4(—1)"
nm n n? 0 n?
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A fuggvény Fourier sora felirhaté a kévetkezd alakban:

A komplex alaku Fourier sor egyutthatoi ¢, =

paros, és innen

cosnt.

—%—Fiancosmﬁ % i
n=1 n=1

2 2 . .. 7
6”2_0 = % . 2;: = % b,, = 0 mivel az adott fliggvény
a1 A 21
noo9 n2 n?

<

b) Ha a figgvény grafikonjat tekintjuk, észrevehetjuk, hogy a fliggvény paratlan az adott intervallumon,

annak ellenére, hogy f(—x) # £ fx). Innen az kévetkezik, hogy a, = a,, = 0.

9 _
b, = /f smnxdx——/ 7T2:Esinmcdac:

= 5 dv = sinnx dx 2 m™T—x ” 1 [
= 1 =— |- cosnx’ - — cosnrdr| =
du=—%dr v=—=*cosnx ™ 2n 0o 2n Jy
2 [71’ 1 ’”] 1
= —|———=sinnz|l | =—.
m[2n  2n? 0 n
Az adott fliggvény Fourier sora:
T—T = , 1
= ansmnx = Z—smna@.
2 — —'n
n=1 n=1
A komplex alaku Fourier sor egyitthatéi: ¢y = ag = 0, és mivel a,, = 0, ezértc —%bn = —%
; _ 1 _ 1
1c_, —-§bn<— 5n

) Az f(z) = sin aw fuggvény grafikonja a paraméter a = % értékére van abrazolva. Ez a fUggvény pa-

ratlan, ezért ag =

a,, = 0. Ab,, egyutthaté kiszdmitdsdhoz meg kell oldanunk a kévetkezé integralt:

U = sin aw dv = sin nw dw

/sinawsinnwdw: 1 =
du = a cos aw dw UV = —- COSNw

1 a
——sinaw cos nw + — COS aw cos nw dw =
n n
U = COS aw dv = cos nw dw
du = —asin aw dw v:%sinnw

1 . a (1 , a
——sinawcosnw + — | — cosawsinnw + —1
n n\n n

A kapott egyenléségbdl kifejezhetjik az I-t:

I =

—Mn sin aw €os nw + a cos aw sin nw
n2 — g2 :
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A b,, egyltthaté most mar kénnyen kiszamithatd:

2 [T 2 (7
b, = —/ f(w)sinnwdw:—/ sin aw sin nw dw =
™ Jo ™o

2 1™ 2-nsinar(—1)"  2nsinar(—1)""!
pu— —I‘ = — p—_ .
T n?—a? 7 n?—a?

A fuggvény Fourier sorat felirhatjuk a kdvetkez§ alakban:

2 sin am = 1)"*in
sinaw = g b,, sinnw = g 5 sin nw.
n

n=1

A komplex alaku Fourier sor egyutthatéi: ¢, = ay = 0. Mivel a,, = 0, ezért

o = —zb _ _Lnsin aﬂ(—l)nﬂi oo — lb _ 1nsin aﬁ(_l)nﬂi.
T n2 _ CL2 2 - n2 — a2

d) Achz = ¢

e~ fiiggvény paros. Ezért b, = 0.

2 (" 2 ™ T -7
:—/ f(z)dz:—/ chzdz——sh( )‘ :i'
T T 0 T

Az a,, egyltthatd kiszamitasahoz meg kell oldani a kévetkezd integralt:

u = chz dv = cosnzdz

1

I = /chzcosnzdz:
du = shzdz v:Hsinnz

1 1
= —chzsinnz — — /shz sinnzdz =

n n
_ u = shaz dv = sinnzdz _
du = chzdz v = —% cosnz
1 1 1 1
= —chzsinng— — [ ——shzcosnz+ —1].
n n n n

Miutan kifejeztik az I-t a kapott egyenl8ségbdl, a kovetkez6t kapjuk:

nchzsinnz + shz cosnz

I= T

Az a,, egylutthatét kiszamithatjuk az el6z6 integral segitségével:

2 [T 2 [T
a, = —/ f(z)cosnzdz:—/ chzcosnzdz =
0 T Jo

(C)M e —e ) (—1)rem—e )
2(n?—1) m(n?2—1)

2
m
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A fuggvényt Fourier sorba fejthetjiuk a kdvetkezd modon:

ay eT—e T T —e T o (—1)
chz = — + E a,, cosnz = + E 5 cosnz.
2 2T ™ n®—1
n=1 n=1
e"—e ™ _a (—1)"(e™—e™T)

A komplex alaku Fourier sor egyutthatoi: ¢y = %0 =

5—— €sc, =C_

37. Feladat. Bévitsekiaz f(x) =z —m, = € (0,7, f(x) = f(x + 2knm), k € Z fuggvényta [—m,0)

intervallumra és fejtse Fourier sorba

a) csak szinuszos tagok segitségével; b) csak koszinuszos tagok segitségével.

Rajzolja le a kibdvitett fliggvényeket!

Megoldas. Bdvitsuk ki az adott figgvényt paratlan fliggvényre, hogy csak szinuszos tagokkal abrazolhas-
suk a megfelel§ Fourier sort. Utana pedig bévitsuk ki a figgvényt paros figgvényre, hogy csak koszinuszos

tagokbdl alljon a megfelel6 Fourier sor.

y y
41 41
a) ) b)
Ve
7/
7
S 2 21
v
7/
/s
/
v
7
/s
/s
£ - : =— : : =
2 0 2 X N -2 0 2 X
\\
AN
N
N
\\
2T N 2T
N
AN
N
N
_4-- _4-_
2.4. abra: A bdvitett fuggvény grafikonjai
a) Mivel a figgvény paratlan, ag = a,, = 0.
2 (7 2 (7
b, = —/ f(z)sinnzdx = —/ (x —m)sinnrdr =
™ Jo T Jo
u=z—m7 dv=sinnzdzr 2 z—m ™ 1 (7
= 1 = —|— cosnr| + — cosnrdx| =
du = dz U= —COSNT ™ n n Jo
2 T sinnx|T 2
s n n< lp n
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A Fourier sort szinuszos tagok segitségével a kdvetkez alakban irhatjuk fel:

o~ 2 > sinnx
a:—ﬂ:z-—sinnm:—2z .
n=1 n n=1 n
o
b) Mivel a fliggvény péros, b,, =
2 (7 2 [2? 2 (m? 9 2 72
ag = — (z—mdz==|——mz|=—|——7°]|=—|—— | =—7
T Jo | 2 T\ 2 s 2
2 [T u=1x—7 dv=cosnrdr
a, = — | (z—m)cosnzdr = ) =
™ Jo du = dx v = —sinnx
2 [z —m ™ 1 (7 2 cosnx|” 2
= —{ sinnx’ ——/ sinnxdx}:—- 5 ’ = (=" —=1) =
™ n 0o nJ T nc lp n°mw
B 0, n=2k, ke”Z
=4, n=2k+1,kez
A megfelel8 Fourier sort felirhatjuk koszinuszos tagok segitségével a kdvetkez6 alakban:
T cos (2k + 1)x
T—T=—= —cos 2k lx:————
=Tyt ; 2% + 1 (2k+1) Z (2k +1)2
o

38. Feladat. Fejtse a (0, ) intervallumon koszinuszos tagokbdl all6 Fourier sorba a kévetkezé fiiggvényt:

f(x)—{ I, hal<z <3

0, ha <z<m

Megoldas. Az el6z6 tétel szerint a fliggvényt a (—, 0) intervallumon kell meghosszabbitani. Mivel a feladat
szerint koszinuszos tagokbdl allé Fourier sorba kell fejteni az adott fliggvényt, ezért ugy kell meghosszab-
bitani, hogy az parossa valjon. Ebben az esetben ay = % j(;ﬂ f(z) dz. Mivel a fuggvénynek két 4ga van, a

fuggvény integraljat a [0, 7] hatarokban fel kell bontani két integral sszegére. Az elsé integral integrandusa

a figgvény fels6 4ga, hatara pedig [0, ] még a masodik integral integrandusa a fliggvény alsé aga, hatara
pedig [, 7].
2 (" 2| [2 T 2 [?
a, = —/ f(x)dx = — / 1d:13+/ 0dx :—/ dx =
™ Jo T | Jo x T Jo
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Hasonlé médon:

2 [T 2| 2 i
a, = —/ f(z)cosnxdr = — / 1-cosnxdm+/ 0-cosnxdr| =

T Jo i 0 fud

2
_ z _sinna 2 :2sin%
T n lp nm
A Fourier sor felirhaté a kovetkez6 alakban:

1 2 Xsinff
r)=—-4+ — cosnx
fla)=5+-> —

<

39. Feladat. Rajzolja le, majd fejtse Fourier sorba az f(x) = f(xz 4 2km), k € Z periodikus fuggvényeket

a kijeldlt intervallumon:

a) f(x) = |z
0) f(z) = { —7, x € [—m,0)

T € [—m,m);
w, x€][0,m)

0) f(IE): ™, x€<g7_)

Megoldas. A figgvények grafikonjai a @ abran lathatok.

a) Az f(x) = |z| fuggvény péros, igy b,, = 0. Az a,, és a,, egyutthatokat az abszolut érték definicidja
r, 120 R AP
segitségével szamitjuk ki: || = 0 A fuggvény parossaganak kdszonhet8en elég a
-z, <
fuggvény fels8 agat figyelembe venni.

2/7rf( ) 2/7T g 2227 2 72
a, = — r)dr = — zdr=——| =—+-— =1
0 T Jo T Jo T 2 g T 2 T

2 (" 2 [
a, = —/ f(x)cosn:cd:c:—/ x cosnz dr =
T Jo T Jo

U=z dv = cosnx dx 2 |x .
= — |—sinnz

du = dzx U:%sinnm T |n

T 1 7r
——/ sinnmdx] =
0 nJy

2 cosnx|T 2 n
TRy = (VD=
B {o, n=2% keZ

4 n=2k+1,keZ

2

A faggvény Fourier sora:

(@) o0
aO T 4 1
=245 ==Y s (2 + 1)
Ed 5 +n:1ancosnx ) w2 <2k+1>2cos( + 1)z
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y

a) 4+
7T

2__
:4 : : : y
- —JT '2 0 2 JT 4 X

c)
2__

y 3m/2 o)

b) : : 27
0 2 4 X
4+ 7T/2
T
24 Sl
: 7 : : :
-6 -4 2 0 2 g1 4 6 X
_2__
A
_4--
2.5. abra: Adott fuggvények grafikonjai
o

b) A grafikonrol lathatd, hogy a figgvény paratlan, vagyis ag = a,,

kovetkezd szamitas:

= 0. Ab,, egyutthatora érvényes a

1 (7 1 0 u
b, = —/ f(:z:)sinn:cdx:—[/ —Wsinnajdx—l—/ Wsinnxdx] =
T J_ e o 0
1 0 n 0 T
_ , cosnx cosnx
= —|:—7T/ smn:z;d:v+7r/ smnxdx] = _ ’ —
T —7 0 n - n 0
= Lo =y —) = L -2 (c1ym) =
= - = _
B 0, n=2k, ke”Z
| n=2%+1,kez
A fuggvény Fourier sora:
o > sin (2k + 1
22 sm (2k+ 1)z 42_: 2k+1

k=1 k=1
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c) A grafikonrdl lathatd, hogy a fiilggvény pératlan az adott intervallumon. Igy elég kiszamitani a b,

egyUtthatot. Az egyltthato kiszamitdsahoz sziikséges képletben levd integralt két megfelel§ integ-

randussal és hatarral rendelkez§ integral 6sszegére bontjuk. Ezen kivul a sin 3”7” = —sin %,

2k + 1,k € Z éssin 3”7’7 =sin %t =0, n = 2k, k € Z identitast is alkalmazzuk.

n =

1 27
b, = —/ f(z)sinnzdx =
T
0
1 /2 37/2 27
= — / xsinnx dr + (7r—x)sinnmdx+/ (x —2m)sinnxdr| =
™ 0 )2 37/2
= —[——cosnw‘ + - cos nx dr — cos nx —
T n 0 n Jy n /2
1 37/2 T — o o 1 27
— —/ cosnx dr — cosna:‘ + —/ cosna:dx] =
nJr 2 n 3m/2 T J3n)o
1[ T nm 1 ’”/2+ T 3nm LT nr 1 ‘3”/2
= —|——=—cos— + —sinnx — €0S —— + — 0S — — — sinnx —
Ll 2n 2 2 0 2n 2 2n 2 n? /2
T 3n7r+1 2”] 1[ T n7r+1 .n7r+7r 3n7r+
— —cos— + — sinnx =—|——=—cos— + —sin— + — cos —
2n 2 n? 3ri2d L 2n 2 n? 2 2n 2
n T nm 1 3nm n 1 nmw o pi 3nm 1 3n7r]
— 0SS — — — sin—— + —sin— — — cos — — — sin — | =
2n 2  n? 2 n2 2 2n 2 n2 2

—sin — — —sin = ———sin— =

1[2 . nw 2 _3n7r] 4 nmw

T [ n? 2 n2> 2 n2mw 2
0, n=2k keZ
) A ok 1 kezZ
@2 =2k — L RE

Innen a fiiggvény Fourier sora:

B oo . B 4 & (_1)k71 .
f(:L‘)—;bnsmnx—;;msm@k—l)x.

40. Feladat. Hatarozza meg az adott sorok 6sszegét a megfelel6 fuggvény Fourier soranak segitségével.

[e¢] (71)71,71 . ; ) .
a) A 21 5,7 sor 6sszegét az f(x) = x Fourier soraval;
n=

o0
b) a > m sor 8sszegét az f(x) = |x| Fourier soréaval.

Megoldas. a) Az adott figgvényt a 12. példdban Fourier sorba fejtettik:

xz?i%sinnmz?Z%sinnx.
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Ha a fenti Fourier sorba behelyettesitjik az x = g-et, akkor a kdvetkez8 szamsort kapjuk:

S 1n1
g 22 smn%:

n=1

0, n=2k kez
23 U ginmn =2k -1, keZ

Han =2k—1, k € Z, akkor sin % = (—1)""1. Behelyettesitve a kapott eredményt, a kivetkez8t

kapjuk:
T ( 1>2k 2 oo —
Z = 9 2
T 2, (—1)kt
Z"Z}%—1

A szadmsor 6sszege 7.

b) Afeladatban emlitett fliggvény Fourier sorat a 12. a) feladatban meghataroztuk:

T oA 1 4
-T2y 4 D=2 -2 o — 1
= 2 7Tn:0(2n+1) cos (2n + T (2n—1)2 3 cos (2n—1)z.

Ha behelyettesitjuk az z = 0-t, akkor a

T4 1
0 = — =N -
2 W;(Qn—l)Q
T 4 & 1
T @y
2 0o
™
8 _EZQWJ

n:1

szamsort kapjuk. Innen az adott numerikus sor ésszege %



46 Fliggvénysorok

2.3.1 Gyakorlé feladatok

o0

41. Feladat. Hatdrozza mega » % hatvanysor konvergenciatartomanyat, majd vizsgalja ki a konver-
n=1

genciat a konvergenciatartomany széleiben.

(z=2)"

o0
42. Feladat. Hatarozza meg a Z T

n=1
genciat a konvergenciatartomany széleiben.

hatvanysor konvergenciatartomanyat, majd vizsgalja ki a konver-

o0 n2

43. Feladat. Hatérozzamega » (1 + %) ™ hatvanysor konvergenciatartomanyat,
n=1

majd vizsgalja ki a konvergenciat a konvergenciatartomany széleiben.

x> n
44. Feladat. Hatdrozzamega » (%) (x — 1)™ hatvanysor konvergenciatartomanyat, majd vizsgalja

ki a konvergenciat a konvergenciatartomany széleiben.

o0
n
45. Feladat. Hatarozza mega » (f—fl) ™ hatvanysor konvergenciatartomanyat, majd vizsgalja ki a
n=1

konvergenciat a konvergenciatartomany széleiben.

oS n
46. Feladat. Hatarozza mega » (%—;2) (x — 3)™ hatvanysor konvergenciatartomanyat, majd vizsgalja

n=1

ki a konvergenciat a konvergenciatartomany széleiben.

47. Feladat. Hatarozza meg a § (”—*2)71 (x — 3)™ hatvanysor konvergenciatartomanyat, majd vizsgalja
. - 9 N\ y 9 yat, maj gal)
n—=

ki a konvergenciat a konvergenciatartomany széleiben.

S5} n
48. Feladat. Hatarozza mega » (?’5_—””) (x — 1)™ hatvanysor konvergenciatartomanyat, majd vizsgalja

n=1

ki a konvergenciat a konvergenciatartomany széleiben.

49. Feladat. Az f(x) = e®/? fuggvénynek irja fel a harmadfoki Maclaurin-polinomjat.
50. Feladat. Az f(x) = e 3% fuggvényt fejtse Maclaurin-sorba.

51. Feladat. Az f(x) = e 2% fuggvényt fejtse Maclaurin-sorba.

52. Feladat. Az f(x) = 14+z fliggvénynek irja fel a harmadfoku Taylor-polinomjat az z; = 2 pont kordil.

53. Feladat. Rajzolja le, majd fejtse Fourier sorba az f(x) = 2z, f(z) = f(z + 2kn), k € Z periodikus

fuggvényt a [—m, 7) intervallumon.

54. Feladat. Rajzolja le, majd fejtse Fourier sorba az f(x) = %x f(x) = f(x + 2km), k € Z periodikus

figgvényt a [—m, 7) intervallumon.

55. Feladat. Rajzolja le, majd fejtse Fourier sorba az f(z) = 7z, f(x) = f(x + 2kr), k € Z periodikus

fuggvényt a [—m, ) intervallumon.

56. Feladat. Rajzolja le, majd fejtse Fourier sorbaaz f(z) = z—m, f(z) = f(x+2kw), k € Z periodikus

fuggvényt a [—m, 7) intervallumon.

57. Feladat. Rajzolja le, majd fejtse Fourier sorba az f(z) = %|az

,f(x) = f(x+2km), k € Z periodikus

fuggvényt a [—m, 7) intervallumon.
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58. Feladat. Rajzolja le, majd fejtse Fourier sorba az f(x) = 2|z

, f(x) = f(z+2kn), k € Z periodikus
figgvényt a [—m, 7) intervallumon.

59. Feladat. Rajzolja le, majd fejtse Fourier sorba az f(x) = f(x + 2km), k € Z periodikus fliggvényt a

_17 € |— 70
[—, 7) intervallumon, ha: f(z) = x € [—m,0)

1, HARS [0,7’(’)

60. Feladat. Rajzolja le, majd fejtse Fourier sorba az f(z) = f(z + 2km), k € Z periodikus fuggvényt a
—x—m, x€|-70

[—, 7) intervallumon, ha: f(z) = ) [—7,0)
Lr—Tm, T e [O, 7'(')

61. Feladat. Rajzolja le, majd fejtse Fourier sorba az f(x) = f(x + 2km), k € Z periodikus fliggvényt a
T+, T

[
—, ) intervallumon, ha: f(x) =
| ) /(@) —x+m, x€[0,7)



3. fejezet
Kétvaltozés fuggvények

A természetben lejatsz6dé folyamatok kimenetele ritkan fligg csak egy mennyiségtél. Legtdbbszor tébb
mennyiségtdl fligg, vagyis modellezésukhoz tobbvaltozos fliggvény szikséges. Vizsgalatainkat a tovabbiak-

ban kizarélag a kétvaltozos fuggvényekre terjesztjik ki. Lassunk egy par példat ezekre a fuggvényekre:

« A henger V térfogata az alap r sugaratél és a henger H magassagatol figg. A henger térfogatanak

fuggvénye felirhaté az V = 7r? H alakban.
+ A géz P nyomasa tobbek kdzétt a V' térfogattdl és a T h8mérséklettdl fugg, vagyis P = f(V,T).

A kétvaltozds fuggvényeket a z = f(x,y) képlettel jelsljik, ahol z, y fiilggetlen valtozdk és a z fiiggé val-
toz6. A fliggd valtozét egyértelmiien meghatarozzak a flggetlen valtozok és az f : R? - R leképzés. A
kétvaltozos fliggvény grafikonjat bonyolultabb rajzolni, mint az egyvaltozés fliiggvényt, mivel itt nem gorbét,

hanem fellletet kell rajzolni térbeli koordinata-rendszerben. A abrana z = /2?2 + y? kapfelilet latha-

N BATANA T TS

SN Y X [/7% Z
NI FALS
N .
7

3.1. abra: Kupfeliletlet

t6. A kupfelllet a forgastestek kdzé tartozik. Aforgastest egy gorbe forgatasaval keletkezik valamely tengely

48
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kortl. Aforgastestek mellett a hengerfellletek is elterjedtek, amelyek egy egyenes forgatasaval keletkeznek
valamely tengely koral.

A kétvaltozos fliggvények kivizsgalasanal a figgvény ugyanazon tulajdonsagait vizsgaljuk, mint az egy-
valtozos fuggvényeknél. Ezen tulajdonsagok kivizsgalasa bonyolultabb, mivel a fliggvénynek két fliggetlen
valtozdja van. A kétvaltozos figgvények kivizsgalasanal fontos szerepet jatszik az értelmezési tartomany, ha-
tarérték meghatarozasa, folytonossag és a fuggvény differencialhatdésaga. A tovabbiakban az értelmezési

tartomannyal és a differencidlhanyadossal foglalkozunk.

3.1 Ertelmezési tartomany

12. Definicié. A z = f(x,y) fuggvény értelmezési tartomanya az Oy sik (z,y) pontjainak olyan D¢
halmaza, melyre a fliggvény értelmezett, vagyis a fliggvény értéke ezekben a pontokban valés szam. Az

(z,y) € Df pontokhoz tartozé fliggvényértékek halmazat a fliggvény értékkészletének nevezziik. Jeldlése:

CD,.
16. Példa. Vizsgalja ki a kovetkez6 figgvények értelmezési tartomanyat.

1

a) Z:x2+y2; o) Z:\/TTyz;
b) z =z +y, d) z = arcsin 5 + /7y.

Megoldas. A kétvaltozos fuggvények értelmezési tartomanyat hasonlé médon hatdrozzuk meg, mint az

egyvaltozos fuggvényekét.
a) Ezafuggvény minden x,y € R valds szamra, vagyis az egész xOy sikon értelmezett.

|

b) Afliggvény akkor értelmezett, hax+vy > 0, vagyisazy > —x félsikon, melynek a hatdraazy = —x

egyenes.

a

c) A fiiggvény értelmezett, ha 4 — 2 — y2 > 0, vagyis 22 + y> < 4. Ez annak a kérnek a belsé

tartomanya, melynek kézéppontja a koordinata-rendszer kbzéppontja, sugara pedig 2.

d) Afuggvény akkor értelmezett, ha érvényesek a kdvetkez8 egyenlétlenségek:

1< *
2

xy > 0.

IA
—_

Az els6 egyenlétlenségbél kdvetkezik, hogy = € [—2, 2]. A masodik egyenlétlenség akkor teljesul, ha
x €[—2,0), y <Ovagyhaz € [0,2], y > 0.
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3.2 A kétvaltozos fuggveény differencialhanyadosa

A differencidlszamitas alapotlete a fuggvény névekményének approximalasa linearis figgvénnyel, mely a
fuggetlen valtozé névekményétdl fiigg. Az emlitett linearis fiiggvény értékét egy adott (z, y,) pontban a

fuggvény derivaltjanak nevezziik az (z, y,) pontban.
13. Definici6. Legyena z = f(z,y) fuggvény értelmezve a X C R? halmazon. Akkor:

« az f fuggvény x szerinti parcialis névekménye:

Ayz= flx+Ary) — fz,y); (3.1)
« az f fuggvény y szerinti parcialis névekménye:

Ayz = f(z,y + Ay) — f(x,y); (3.2)
« az f fuggvény teljes (total) névekménye pedig:

Az = f(x + Az, y + Ay) — f(x,y). (3.3)

A fuggvény differencialhdnyadosat (derivaltjat) a fliggvény ndvekménye segitségével definialjuk. Mivel
a fuggvénynek két fliggetlen valtozoja van, kulon keressik a fliggvény x illetve y szerinti derivaltjat. Ezeket

a derivaltakat a fuggvény parcialis derivaltjainak nevezziik.

14. Definici6. Legyen a z = f(x,y) fuggvény értelmezve az X C R? halmazon.

« Az = f(x,y) fuggvény x szerinti parcialis derivaltjat (differencialhanyadosat) %-el vagy f.-el jelél-

juk és a kovetkezd egyenl8séggel definialjuk:

of . Az flatday) = fay)
or Az—0 Az Az—0 Ax

. (3.4)

« Az = f(x,y) fuggvény y szerinti parcialis derivaltjat (differencidlhanyadosat) g—i-al vagy f,-al jelol-
juk és a kovetkezd egyenl8séggel definialjuk:
of Az fry+Ay) = fla,y)

= | — = |
oy A;/nlo Ay Aqugo Ay

. (3.5)

A kétvaltozos fliiggvény parcidlis derivaltjait a gyakorlatban csakigy, mint az egyvaltozés fliggvény de-
rivaltjat, nem a definicié szerint hatarozzak meg, hanem az elemi fuggvények derivaltjainak tablazata és a
figgvények 6sszegének, szorzatanak és hanyadosanak, illetve az 6sszetett figgvény derivalasi szabalyanak
(ldancszabaly) segitségével. Mivel a figgvénynek két figgetlen valtozoja van, a helyzet egy kicsit bonyolul-
tabb, mint az egyvaltozés fuggvénynél. A parcialis derivalt valamely valtozé szerinti kiszamitasanal a masik

valtozét allanddéként kezeljik.
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10. Tétel. Legyen a z = z(u, v) dsszetett fuggvény, ahol u = u(x,y) ésv = v(z,y). Haazu = u(z,y)
és v = v(x,y) figgvények mindkét valtozojuk szerint parcialisan differencidlhatok az (x, y) pontban és a
z = z(u, v) fuggvény differencidlhaté azu = u(x, y), v = v(x, y) pontban, akkor a z = z(u, v) dsszetett
fliggvény mindkét véltozéja szerint parcialisan differencialhaté az (x, ) pontban és:

0z 0z 8u+8z ov 3.6)
dor  Ou Odxr Ov Oz .
0z 0Oz 8u+82 ov 3.7)
dy  Ou Oy Ov Oy ‘
Ezt a differencialasi szabdlyt [ancszabalynak nevezzik.

17. Példa. Hatarozza meg a kovetkez6 figgvények parcidlis derivaltjait:

a) f(z,y) = 2%y b) f(z,y) = day + Inzy;

Megoldas. Az elsé feladatban az adott figgvény elemi fliggvény, még a masodik feladatban dsszetett fligg-

vényrél van szé.

a) Aflggvény x valtozo szerinti parcialis derivaltjat ugy hatdrozzuk meg, hogy az y-t allandénak tekint-

juk, még az y szerinti parcidlis derivalt meghatarozasanal az x-et tekintjuk allanddnak.

Of g 9F _ o

=2 = x°.
or Y oy *

O

b) Az adott figgvény elsé tagja elemi fuggvény, még a masodik tag dsszetett figgvény. A lancszabaly

szerint:

0 1 1
% = y+ —-y=4dy+—;
ox xy x
0 1 1
—f = 4o+ — =42+ —.
dy xy Yy
O
15. Definicié. A z = f(z,y) figgvény teljes differencialjat a kévetkezd egyenlettel lehet felirni:
of of
df = ——dz + ——dy. 3.8
F=3; ay Y (3.8)

18. Példa. Hatdrozza meg az f(z,y) = 2xy — 2x — 3y + 1 fuggvény teljes differencialjat.

Megoldas. A teljes differencidl meghatarozasahoz szamitsuk ki a figgvény parcialis derivaltjait!

of
% = 2’y — 2,
g = 2x—3.

oy
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A teljes differencialt felirhatjuk a parcialis derivaltak segitségével:

df = fd +g—£dy—(2y—2)dx+(2x—3) Y.

a

Hasonléképpen, mint az egyvaltozés fliggvényeknél, a kétvaltozds fliiggvényeknél is [éteznek magasabb

rendd derivaltak.
16. Definicié. A z = f(x,y) figgvény masodrend( parcialis derivaltjait a kovetkez6 modon definialjuk:

+ az x szerinti masodrendd parcialis derivalt:

*f _ ., of
* az y szerinti masodrend( parcialis derivalt:
*f _ ., of
—J = = — =] 3.10
3y Fuy 3y ( ay> ; (3.10)

+ avegyes masodrendU parcialis derivaltak:

(3.11)

i _ <3f> o f _ <3f>
dxdy " Oz \dy oyoxr YT gy \dz)

- 2
Altalanos esetben a vegyes parcialis derivaltak értéke az (), yo) pontban nem egyenl, vagyis aam—é (:z:o, Yo) F
9% f

m(axo, Yo )- Bizonyos feltételek teljesiilésekor a vegyes parcialis derivaltak egyenl8ek.

11. Tétel (Clairaut tétel). A. Clairaut (1713-1765)

82f 82f - - . ) . .
920y és Dy0z Veayes parcialis derivaltak léteznek az (z, y,) pont kérnyezetében és ha folytonosak
9%f __ 9*f

abban a kdrnyezetben, akkor azok egyenléek, vagyis D20y — Dydx

Ha a

A masodrend( parcialis derivaltak segitségével definialhaté a masodrendd teljes differencial.

17. Definicié. A z = f(x,y) figgvény masodrend( teljes differencialja a kdvetkezd képlettel adhaté meg:

0 0
d2f = d(df) =d (8—fdm+a—£d ) B (ai +8—§d ) +
of 8f
> f 32f 9> f
d’f = @(dxﬁ + 2mdxdy + 8—342(dy)2 (3.12)
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19. Példa. Hatarozza megaz f(x,y) = x? + y? — 1 fuggvény elsérendii és masodrenddi teljes differenci-

aljat.

Megoldas. Szamitsuk ki az els6rendl és masodrenddy parcialis derivaltakat!

of of
9 2x; 3y 2y;
2 2 2
Ox? 0xdy Oy?
Az els6rendli differencialt felirhatjuk
df = gdx + %dy = 2zdz + 2ydy
ox oy

alakban, még a masodrendd differencial a kovetkez6 alaku:

0% f 0%f 0%f
2 —= 2 2 _ R, 2 — 2 2 2 2.
d°f 922 (dz)* + awyo|:z:o|y+ 952 (dy) (dz)* + 2(dy)

|

A parcialis derivaltak fontos szerepet jatszanak a kétvaltozds fliiggvények kivizsgalasaban. Lehet&vé te-
szik a fuiggvény valtozasanak becslését az argumentumok kis mértékl valtozasanal. A fuggvények szélsé

értékének meghatarozasaban is fontos szerepet jatszanak.

3.2.1 A kétvaltozés fliggvény Taylor- és Maclaurin-sora

A kétvaltozés figgvények is, mint az egyvaltozoés fiiggvények Taylor-sorba fejtheték az (), y, ) pont kordl.

18. Definicié. Az (z,Y,) pont kérnyezetében az els6rendiitél az (n + 1)-ed rendi folytonos parciélis

derivaltakkal rendelkezé z = f(x,y) fuggvény n-ed foku Taylor-polinomja ebben kérnyezetben felirhato,

mint:
1770 o
T,0) = faou) + g [Gelmo)e—o0) + 3 @ -w] + @
1710? 52
4 o o) @ = 30)? + 252 (e, 0) (@ — )y = ) +
0? 1703
+ 8—;20(%7?40)(3; — yo)ﬂ +g [8—1;§(x0,y0)(x —x0)% +
3 0°f 2
+ M(%ayo)@_%) (Y —yo) +
03 PE
4 3o )@ =)= 007 + S ) - 90)°] + -
1 0 01"
T (x—xo)%ﬂy—yo)a—y} f(xos90)

Az f(z,y) figgvény az (x, y, ) pont kdrnyezetében approximalhaté a Taylor-polinommal, mivel f(z,y) =
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« sz

nak hlbajatje|0|l. Ha létezik a lim Tn(x, y) hatarérték, akkor a

n—oo

[ 0 o1"

N1
f(z,y) = flzo,90) Zn_ T — Ty 8x+<y_y())3_y] f(xo:Yo) (3.14)

n=1

hatvanysort az f(x,y) fuggvény Taylor-soranak nevezzik az (x,y,) pont kérnyezetében. A Maclaurin-

polinom illetve sor nem mas, mint a Taylor-polinom illetve sor az (z, y,) = (0, 0) pont kérdl:

Mo(e,) = £0.0)+ 55 [5H0.00+ Z 0.0 + 319
+ [gzé(o 0)z +28825y(0,0):cy+
+ ;f(o O)y}%— [23£(0 0)2? +
+ 38223 (0,0)22y +
+ 3882f2<o 0)zy +%(0 0)y?] + -
+ i[ aaeryaay]nf(0,0).
f(z, f(0,0) +Z [ —+y§rf<0,0>. (3.16)

20. Példa. Irjafel az f(x,y) = —x2 + 2zy + 3y? — 62 — 2y — 4 fiiggvény masodfoku Taylor-polinomjat
az (xy,Yoy) = (—2, 1) pont kérdl.

Megoldas. Mivel masodfoku polinomot keresunk, ki kell szamitanunk a masodrend( parcialis derivaltakkal

bezarélag a figgvény ésszes parciélis derivaltjanak értékét a (—2, 1) pontban.

f(=2,1) = L
9 = —204+2y—6 o (—2,1) = o
B
o'y ; o'y (—2’ 1) ; i
8@ B 8:g<2y ) B}
oy dy? (=2,1) =
Innen a figgvény masodfokl Taylor-polinomja a kdvetkezé:
Ty(x,y) = 1+11'(0-(:1;+2)+0-(y—1))—|—
+ 21'( 2 +2)%+2-2- (x+2)(y—1)+6(y—1)?) =

= 1—(z+2)?+2(z+2)(y—1)+3(y— 1)
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21. Példa. Hatérozza megaz f(z,y) = In (1 + = + y) figgvény masodfokd Maclaurin-polinomjat.

Megoldas. Szamitsuk ki a masodrendd parcidlis derivaltakkal bezarélag a fliggvény 6sszes parcidlis derivalt-
jat. Mivel a fuggvény dsszetett, a lancszabalyt alkalmazzuk: u(z,y) = 1 + = 4+ y és v(x,y) = 0. Szintén
kiszamithatjuk, hogy f(0,0) = 0.

8 el (ta+y), =in = Q+z+y 20,0 = 1
o] — o
o st (+a+y), =momy = A+z+y™t 30,00 = 1
2 2
% =(1+;Jlry)2 (1 +T+ y):nz(pr;iy)z =_(1 +x + y)‘Q %( ,0) =—1;
8f _ 1 e -2 8% f _
gg?y_(Hlery)? (1 Tr+ y>;!_(1+:r41ry)2 __(1 +x+ y> g;n?y (Ov 0)__1'
_ ;1 5 B
oy2 ~ (ta+y)? (1+z+ y>y—(1+:c+y)2 =—(l+z+y) 8_y2(0’ 0) =—1.

A masodfoku Maclaurin-polinomot felirhatjuk a kdvetkez8 alakban:

1 1
My(z,y) = 0+ 5@ +y)+ (=22 +2-(=1) -2y —y*) =
x2 y2

= x+y—7—:cy—7.

3.2.2 A kétvaltozos fiiggvények szélso értékei

19. Definicié. Az = f(z,y) fuggvénynek az (z, y,) pontban lokdlis maximuma (szigord lokdlis maximuma)

van ha az (z, yo) pont £ kérnyezetében f(z,y) < f(xq,y0) (f(x,y) < f(xg,Yy)) minden (z,y) € £
pontra.

A figgvény minimumat hasonlé modon definialjuk:

20. Definici6. A z = f(x,y) fuggvénynek az (x, Yo) pontban lokdlis minimuma (szigort lokdlis minimuma)

van ha az (z, y,) pont £ kérnyezetében f(xz,y) > f(zq,yo) (f(z,y) > f(zg,yy)) minden (x,y) € £

pontra.

Ezek a definicidk definialjak a figgvény lokalis szélsd értékeit, viszont nem szdlnak arrél, hogyan kell

6ket megtalalni. Erre a kérdésre a kdvetkez8 tételek valaszolnak.

12. Tétel (A lokalis széls érték sziikséges feltétele). Ha a z = f(x,y) figgvénynek széls§ értéke van az
(zy, Yo) pontban, amelyben differencialhatd, akkor

of of
%<$0,y0) =0, 3_y(950»yo) = 0.

Azt az (x4, Y,) pontot, amely kielégiti a fenti feltételt, kritikus (staciondrius) pontnak nevezzik.

Ez a tétel megadja a kritikus pontok meghatdrozasanak médszerét. A kritikus pontok meghatarozasahoz
el6szor meg kell hatarozni a fuggvény els6rend( parcialis derivaltjait, majd ki kell 8ket egyenliteni nullaval.
Az igy kapott egyenletrendszer két egyenletbdl és két ismeretlenbdl all. A megoldasai lesznek a fiiggvény

kritikus pontjai.
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Ez a tétel nem ad valaszt arra a kérdésre, hogy vajon a meghatarozott kritikus pont a figgvény lokalis
minimuma, maximuma vagy pedig nem is széls6 érték (akkor az (z, y,) pont a fuggvény nyeregpontja).

Erre a kérdésre a kovetkez6 tétel ad valaszt:

13. Tétel (A lokalis széls6 érték elégséges feltétele). Haa z = f(z,y) fuggvénynek az (x,y,) kritikus
pont (az (xz, Y,) pontban az elsérendd parcialis derivaltak egyenl8ek nullaval) kérnyezetében masodrend(i

folytonos parcialis derivaltjai vannak, és ha

02 02 02 :
Dl ) = 4 (2000 5.2 0e0) = (- (o)) @)

akkor, ha:
« D>06és a [>0az= f(z,y) figgvénynek lokalis minimuma van az (z, y,) pontban;
« D>06és 6 L <0,az = f(x,y) fuggvénynek lokalis maximuma van az (g, Yo) pontban;

« D = 0, akkor tovabbi vizsgalat szukséges, mivel ezzel a mddszerrel nem dénthetjuk el, hogy az

(2o, Yp) pont szélsé érték-e vagy sem;

D < 0, akkor az (x, yy) pont nem szélsé érték, hanem a z = f(x, y) fuggvény nyeregpontja.

22. Példa. Hatarozza meg az f(z,y) = 2x + 6y + i—z figgvény széIsé értékeit.

Megoldas. Keressik meg a fliggvény kritikus pontjait igy, hogy megoldjuk a kévetkezé egyenletrendszert:

0 18
—f =2——— =0
ox 2y
of 18
S =6——5 = 0
Ay Ty
(L'ngyz x2y=9 %:9 y:l
;—;-6 = 2y°=3 = x=y—32 = x=3
A fiiggvény kritikus pontja (x4,vyy) = (3,1). Szamitsuk ki a masodrend( parciélis derivaltak értékét a
kritikus pontban.
P36 2031 =4 > 0
83:22 3y 8:822 ) 3 '
o°f _ 18 o°f _ .
Bgzay 292 8:258y<3’1>_ 2;
o°f _ 36 o°f -
T TP 8—y2(3, 1) =12.

% 212 -22=12>0. Mivel 5-5 a >0 az (zg,Yp) = (3, 1) kritikus pontban van a fuggvény

lokalis minimuma. A fliggvény minimuma fmm = f(3,1) = 18.

Innen D =

23. Példa. Hatarozzameg az f(x,y) = z? — y2 fuggvény szélsé értékeit.
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Megoldas. Hatarozzuk meg el8szér a fiiggvény kritikus pontjait.

of
—=2r = 0
ox
of
— =— =0
dy Y
Az egyenletrendszer megoldasa (x,¥y,) = (0,0). A fuggvény masodrend parcialis derivaltjai % =
2, % =0, giy{ = —2. Innen D = —4 < 0. Ez azt jelenti, hogy a fuggvénynek nincs szélsé értéke.

Az (zy,y,) = (0,0) kritikus pont a fliggvény nyeregpontja. A fliggvény nyeregpontja az a pont ahol a
fliggvény grafikonja nyereg alakot 6lt, vagyis az egyik oldalon névekszik, még a masik oldalon csékken. Az

flz,y) = x? — y2 figgvény grafikonja az @ abran lathaté.
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3.2.4bra: Az = x2 — y2 fuggvény grafikonja

3.2.3 Kétvaltozés fuggvény feltételes szélsé értékei

Eddig a kétvaltozos fliggvény lokalis széIsé értékeit a fliggvény értelmezési tartomanyan kerestik. Ezeket a
szélsd értékeket feltétlen szélsé értékeknek nevezziik. Elég gyakran taldlkozunk olyan optimizaciés problé-
makkal is, amelyeknél a szélsé értéket a fliggvény értelmezési tartomanyanak valamely részhalmazan keres-
suk. Az értelmezési tartomany ezen részhalmaza legtobbszor egyenletek vagy egyenlStlenségek alakjaban
adott. Azokat a széls8 értékeket, amelyek eleget tesznek ezeknek a feltételeknek, feltételes szélsé értékeknek
nevezzuk.

Jeldlie D a z = f(x,y) figgvény értelmezési tartomanyat és tegyuk fel, hogy az u(x,y) = 0 implicit

alakban adott gérbe a D tartomanyon halad keresztill. A z = f(x,y) fuggvény olyan széls@ értékeit ke-
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ressik, amelyek az u(x,y) = 0 gérbén fekszenek. Ezt az optimizaciés probémat felirhatjuk a kovetkezd

alakban:

z= f(x,y) — min(max), (3.18)

Az = f(x,y) figgvényt célfiggvénynek, még az u(z, y) = 0 implicit figgvényt feltételnek, vagy megszo-

ritdsnak nevezzuk.

A feltételes optimizaciés probléma egyik megoldasi mdédszere a Lagrange(].L. Lagrange (1736-1813))

maédszer. Ez a médszer az U.n. Lagrange-figgvény feltétel nélkuli szélsé értékeit keresi, ahol:
F(x,y,A) = f(z,y) + Au(z,y). (3.19)

A Lagrange-fiiggvény szélsé értékeit ugyanugy hatarozzuk meg, mint a hdromvaltozés figgvény feltétel nél-
kili szélsé értékeit. A haromvaltozés figgvény kritikus pontjait a hdrom ismeretlenbdl és harom egyenletbdl

all6é egyenletrendszer megoldasaval kapjuk meg:

oF
or =V
oF
oy =
OF

Az egyenletrendszer megoldasa az (z, Yy, Ag) pont, még a z = f(x,y) fuggvény az (z, y,) pontban éri
el a széls6 értékét az u(z,y) = 0 feltétel mellett. A széls6 érték tipusanak kérdését a Lagrange-figgvény
masodrendd teljes differencialja el8jelének segitségével vizsgaljuk ki. A kivizsgalaskor figyelembe kell venni

aztis, hogy az u(x,y) = 0 feltétel teljes differencialja egyenld nullaval, vagyis du = g—g dz + g_Z dy =0

illetve % dr = —g—Z dy. A Lagrange-fliggvény masodrend( teljes differencialjat felirhatjuk a kdvetkez6
alakban:
O*F 0*F O0%F O*F 0*F 0*F
d?F = ——dz? + dy? + dA\? +2 dzdy + 2 dzd\ + 2 dyd.
ERe a2 Y T oxe a0y Y T “orax Byor"?

Behelyettesitve a

2

e = ulry) =0
0*F ~ Ou

oxoN Oz’

0*F _ Ou

oyox Oy’

ou ou

—dr = -— dy;
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kifejezéseket a Lagrange-fuggvény masodrend( differencialjdba, a kovetkez6t kapjuk

0*F 0*F 2 ou ou
d’F = d ——d 042 dzdy + 2—dxd\ — 2—dxd),
G20t a0+ 25 o dudy + 25 da oy ™
vagyis
0*F 0’F 0°F
dQF('rOvy0> or 7.2 (x()’yO)dx +28 ay(x()?yO)dxdy—}_ a 2 (.’1307y0)dy2. (3.20)
Ha

« d®F(z,7o) > 0,az(x,y) kritikus ponta z = f(x, y) fliggvény feltételes minimumaaz u(z, y) =
0 feltétel mellett;

« d2F (g, yy) < 0,az (g, yo) kritikus ponta z = f(x, y) fuggvény feltételes maximuma azu(z, y) =
0 feltétel mellett;

. d2F(ac0, Yo) = 0, akkor mas modon kell kivizsgalnunk a feltételes széls6 érték tipusat, mivel ez a

modszer nem ad valaszt erre a kérdésre.
24. Példa. Hatdrozza meg a fliggvények feltételes szélsd értékeit az adott feltételek mellett.
a) f(z,y) = zyax+y = 1feltétel mellett;
b) f(z,y) = 2% +y?a2x — y = 3 feltétel mellett.

Megoldas. Ezeket a feladatokat a megfelel§ Lagrange-figgvény feltétel nélkili szélsé értékeinek meghata-
rozasaval fogjuk megoldani.

a) Mivelu(z,y) = x+y—1, alLagrange-fiiggvény F'(z,y, \) = xy+ A(z+y—1). Akritikus pontot

az
oF
—=y+A =0
ox 4
OF
—=x4+A = 0
Ay
oF + 1
— =2 —
o\ Y
egyenletrendszer megoldasaval hatarozzuk meg. A megoldas az (z, Yo, Ag) = (%, %, —%) pont.
Hatarozzuk meg a Lagrange-fliggvény masodrend(i parcialis derivaltjait és azoknak értékeit a kritikus
pontban.
O*F O*F O*F
—F =0, =1, —5 =0.
0x? 0xdy 0y?

Innen d2F = 2dzdy. Mivel nem tudjuk a dzdy eldjelét, nem tudjuk meghatarozni a d2F elsjelét

sem. Hatarozzuk meg a megszoritas teljes differencialjat, majd egyenlitsik ki nullaval:

ou ou
du = —dxr + —dy =dz +dy =0.
Ox oy
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b)

Innen dy = —dz, vagyis a Lagrange-fiiggvény masodrendti teljes differencialja d>F = 2dxdy =
—2d2z? < 0. Az kovetkezik, hogy az (%, %) pontban a z = xy fluggvény eléri a maximumat az
x + y = 1 feltétel mellett. A figgvény feltételes maximuma f,,,. = (%, %) = %1.

O

Az adott feltétel felirhaté implicit fliggvény alakjaban: u(xz,y) = 2x —y— 3 = 0. Innen a Lagrange-
fuggvény F(x,y, \) = 22 +y? + A\(22 — y — 3). A Lagrange-fliggvény kritikus pontjat a kovetkezd

egyenletrendszer megoldasaval hatarozzuk meg.

F

g—z2m+2)\ = 0= 224+4y=0 = z=—-2y
x

oF

—=2y—XA = 0= =2

dy

OF 3

—=2r—y = 3 =—

o\ vy - Y 5t

Innen a kritikus pont (x, Yo, A\g) = (g, —%, —g). A stacionérius pont tipusét a Lagrange-fliggvény

masodrendd parcidlis derivaltjai és a masodrendd teljes differencidlja el§jelének segitségével hata-

rozzuk meg a kritikus pontban.

O*F O’°F 0 > _,
Ox2 oxdy oy 7
Innen 6 5 6
d’F (=, —,—= ) =2dz24+2dy®> >0
(57 57 5) x + ZU > )

ésa (5, —%) pont a fliggvény feltételes minimumanak pontja. A figgvény minimuma pedig f =

min
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3.3 Feladatok a kétvaltozés fiiggvényekbdl

62. Feladat. Hatdrozza meg a kdvetkezd fliggvények értelmezési tartomanyat:

a) z=In(x+y); d) z=/ysinz;

b) 2z = x 4 arccos y; e) 2 = arctg—lfgzyyz;

0 z=Va2—4+/4—y% f) z=In[zIn(y —x))].
Megoldas. Hatarozzuk meg, mely halmazon értelmezettek az adott figgvények.

a) Az = In(x + y) figgvény akkor értelmezett, ha az argumentuma nagyobb nullanal, vagyis = +y >
0. Innen Df : Yy > —ux, illetve az értelmezési tartomany egy félsik, melynek a hataratazy = —x

egyenes képezi.

b) Ez a figgvény minden valds szamra értelmezett. Mivel az arccos y fliggvény értelmezési tartomanya
a—1 < y < 1 egyenlétlenséggel adott, igy a = = x + arccos y fiiggvény értelmezési tartomanya
Df = {($,y) S R?: € IR?ZJ € [_171]}

c) Az adott fiiggvény akkor értlemezett, haz? —4 >0 A 4—y? > 0. Innenx € (—o0, —2]U[2, o)
ésy € [—2,2]. Az értelmezési tartoméany D = {(z,y) € R* : 2 € (—00,—2] U [2,00) A y €
[—2, 2]} alaku.

d) Afuggvény értelmezett, ha ysinx > 0. Ez az egyenl6tlenség két esetben teljesul:

* Ervényesek azy > 0 A sinz > 0 egyenlétlenségek. A sinx > 0 egyenlétlenség az
x € [2km, (2k + 1), k € Z] intervallumra teljesil. Az értelmezési tartomany innen Dy =
{(x,y) e R?: 2w € [2km, 2k + V)7, k€ Z] A y >0}

* Ervényesekazy < 0 A sinz < 0 egyenlétlenségek. A masodik egyenlétlenség megoldasa
azx € [(2k+1)7,2(k+1)7, k € Z] halmaz, igy a fuggvény értelmezési tartomanya D ;, =
{(x,y) eR?:x e [2k+ ), 2(k+ )7, k€ Z] A y <0}

Az adott fliggvény értelmezési tartomanyat a két eset Unidjaként kapjuk, vagyis D, = {(z,y) €
R?: (z,y) € Dy U Do}
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e) Mivel az arctg fiilggvény minden valés szamra értelmezett és 1 + x2y? =+ 0, igy az adott fliggvény

minden rendezett valds szamparra értelmezett, vagyis Df = R2.

f) Alogaritmusfiiggvény minden pozitiv argumentumra értelmezett, vagyis
y—x>0 A xin(y—x) > 0.

Innen y > x, amibdl kovetkezik, hogy Dy = {(z,y) € R? : y > x}. Amasodik egyenl6tienség

akkor teljesul, ha:

«x >0 A In(y—=x) > 0. Amasodik egyenlétlenség akkor teljesiil, hay — = > 1, vagyis
y>x+1.Innen Dy ={(z,y) €eR*: x>0 A y>x+1}.

« <0 A In(y—z) < 0. Amasodik egyenl6tlenség akkor teljesil, ha0 < y — z < 1, vagyis
r<y<z+linnenDp ={(z,y) eR*:x2 <0 A z<y<z+1}

Az értelmezési tartomanyt felirhatjuk a kévetkez8 médon: Dy = {(z,y) € R* : (z,y) € Dy N
{Dys U D3t}

63. Feladat. Hatarozza meg a kovetkezd fliggvények els6rend(i és masodrendd parcialis derivaltjait:

a) f(z,y) =4 &) f(z,y) = ;=i
b) f(z,y) = e, f fla,y) = 25

o flz,y) = =223y — 3wy® — 223y + 3; 9 flz,y)=Le =/
d) f(z,y) =Inz+Iny—In(z? + ¢°); h) f(z,y) = arctg?.

Megoldas. A parcidlis derivaltak meghatarozasahoz f6leg a lancszabalyt és a fuggvények szorzata illetve

hanyadosa derivaltjdnak képletét hasznaljuk.

a) Irjuk fel az adott fiiggvényt az f(x,y) = £ = yx_l alakban. Az els6rend(i parcialis derivaltak:

x

of 5 Y of 1

— = —yr ‘= —=; — = —.
ox Y z2’ dy =
A masodrendd parcidlis derivaltak:

92 f

a2

R R VS
23’ Oxdy x2’  Oy?
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b) Afuggvény els6rend( derivaltjainak kiszdamitdsahoz alkalmazzuk a lancszabalyt:

of _ of _

e*v; re®Y,
or 7 oy

A masodrendd parcidlis derivaltak kiszamitadsahoz alkalmazzuk a figgvények szorzata derivaltjanak

képletét is:

*f _ 0* f Ff _
5z =Y zy, 920y = e + xye™ = e™V(1 + xy); a_yQ = r-e”,
o
¢) Az els6rendU parcialis derivaltak:
0 0
— = —62%y> — 3y — 622y; —f = —623y? — 9zy? — 223.
ox dy
Masodrend( parcialis derivaltak:
82
8_:5]; = —12xy% — 120y = —12zy(y? — 1);
0 f _ 2,2 2 2 _ 2 2,2 2\.
o —18z%y? — 9y* — 62* = —3(22* + 62°y* + 3y°);
oy
82
a—y‘]; = —1223y — 182y = —6zy(z® + 1).

d) Aflggvények szorzata és hanyadosa derivaltjanak képletét alkalmazva, a kovetkez6t kapjuk:

of 1 20 Of 1 3y*

or @ Pty oy 2ty

o?f 1 2@*4y¥)—22-22 1 2 —22%
ot T TE T @y @ @R
0% f B 21 - 3y B 61> ‘

0xdy (22 +y3)2 (22 +y3)2
*f 1 6y@®+y*)—3y*-3y* 1 6xPy—3y!
N e
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e) A parcidlis derivaltakat a kdvetkez6 médon kapjuk:

af —2-2x —dxr aof —2-2y 4y
or @4 @4 oy @R @Ry
o0 f —4(2® +y?)? —2(a® +¢°) - 2z - (—4x)  —4(2® +y?) + 1627 4(32% —y?)
or2 (22 + y2)4 - (22 + 42)3 - (22 + y2)3
0% f . 8x-2y  16xy
dxdy (22 +y?)3 (22 +y?)3
f AP +y?)? -2 +y?) 2y (—dy)  —4(@? +y) H16y7  4(3y° —a?)
. @+ T @ @R
o

f) Afluggvények hanyadosa derivaltjdnak képletét és a lancszabalyt alkalmazva a kdvetkez6t kapjuk:

of ye—y—ay -y Of al@—y-—(--ay  a*
fzx (z —y)? (z —y)? fy (z —y)? (z —y)?
e e (e AR
?f  _ 2y@—y)P-2c—y) (=D (=)  20@-y -2 “2ay
dxdy (z —y)* (z —y)3 (. —y)¥
f =22 (—1)  2a?
oy (x—y?  (z—y)?

g) Aflggvények szorzatanak derivaltjat alkalmazzuk.

—2x 2x

af 1

2 2
—_— — — . e_m /y — __e_m /y;
aac Yy Yy y2
g = _ie—wQ/y + 1 ':E_ —x2/y _ e’ /y<x2 - y)
8y y? y y2 yg )
ﬁ = —Ee w2y _ 2_x ﬁ 2?2y _ —x?/y <% _ 3) = 26_1: /y(2$2 y>a
.2
a(928f _ 4—§67m2/y—2—:§'x—z€7$2/y:67m2/y (4_:5_ 2@5’) :2@ x /yl‘(2y—l‘2>
oy Yy y oy Y Yy
ﬁ = 36*952/?/ — i . x_Q ?ly 3_3626 ?fy 4 x_z ) x_Qe*xz/y _
dy? y? v oy y* v y?
.2
_ 36 22y %671“2/7; i _e*ﬁ/y e z /y(gj4 _ 4$2y + 2y
y3 yt Y P
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h) Mivel (arctgt)’ = a kovetkez6t kapjuk:

1+t2’
of _ 1 (-4)= 1 T E—
Ox 1+ (ﬂ) 2 o2hy? g2 2 +y?’
x x
of 1 11 1w
oy 1+ (%) 2 ”52;292 x 2+ y?
0% f 5 2xy
i AN Vi AN
o2 (22 + 42)2 (22 + 42)2’
’f @+ ty2y P -a®
0z0y (22 4 12)2 (22 +y2)%’
0% f B —x o0 — —2xy
ayQ - (3:2+y2)2 y= (x2—|—y2)2'

64. Feladat. Hatarozza meg az adott fliggvények els6rendi és masodrendd teljes differencialjait:

a) f(z,y) = 3wy — 2° — ¥ d f(z,y) =sinzy;
b) f(z,y) =4day + Inzy; e) f(z,y) =Iny/z?+y%
o f(z,y) =sinx-cosy; f) f(z,y) = yzv.

Megoldas. Hatarozzuk meg elGszor a figgvények els6rend(i és masodrend( parcialis derivaltjait, majd irjuk

fel a differencilokat is.

a)
of 9.2 2. of _ 2 _ 2.
o 3y — 3z = 3(y — z°); ay—3x 3y® = 3(x — y°);
0% f 0% f 0%f
or2 —6z; 0xdy 3 oz —by.
Innen
_ 9f of 2 2) 4.
df = 5 da:—i—aydy—?)( )dz + 3(z — y°) dy;
> f > f *f
d2f = 249 24 ZJ 2 _ 2
f 8x2d + 920y dz dy—i—ay dy? = —6x do? + 6 dz dy — 6y dy
o
b)
0 1 1 0
or = dy+ — - y=4y+ —; —f: r+— =4+ —
ox x x Jy
0% f 1 0% f L 82f_ 1

922 22 dzdy oy2 2
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Innen felirhatjuk a fliggvény elsérendd és masodrendu differencialjat.

1 1
df = (4y+5)dx+(4m+§)dy;

1 1
d*f = ——da?+48dzdy— — dy’.
€T )
o
0)
of of , ,
== = (OSZ-COSY; —= = —sinx - siny;
ox 4 oy 4
f . O f , 0 f .
—5 = —sinx-cosy; = — oS - siny; —5 = —sinx - cosy.
Ox? 4 Oy 4 0y? 4
Innen
df = cosx-cosydx —sinx - sinydy;
d’f = —sinz-cosydx? —2cosx - sinydxdy — sinx - cosy dy?.
o
d)
of _ cos TY; = I COoS TY;
ax - y y7 8y - y7
82f Yy-ysinzy y2 sinxy
— = —y-ysi = —y~si ;
Ox? ’
1 coszy + y(—sinzy) - & = cosxy — xysinxy
= —Si . = —_ 1 :
Oxdy ’
0°f x - x(—sinzy) 22 sinzy
_ g . — S = — | N
0y?
Innen

df = ycosxydr + xcoszydy;
d’f = —y?sinzydr? + 2(cosxy — zysin zy) dxr dy — 22 sin 2y dy?.
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e)
of 1 2x T
Ox Vit +y? 2y/x2 42 2?4y
or _ L 2 _ v
Oy Va2 +y? 222+ 2Pty
0% f B 224y 22 -2 B y? — x? .
oxr2 (x2—}—y2)2 - (w2+y2)2’
0% f -T2y 2xy
oxdy (22 +y2)? (22 +y?2)?’
ﬁ _ 24—y _ 22— g2
Iy (22 + y2)2 (22 + y2)2
Innen
_ X Yy :
2 _ .2 2 _ 2
Y- —x 4xy Tt —y
2f = dz?2 — —— 7  _dady+ ——2 — dy?.
f (22 + 42)2 L (22 1 y2)?2 Tdy + (22 + y2)2 Yy
o
f) Mivel (a*)" = a®Ina, a = const., innen kdvetkezik:
0 0
of _ y-yx¥t = g2avL; —f:my+y-a;ylnx:my(1+lnxy);
or oy
0% f _
9z y? - (y — Dav?;
o f —2 .2 oyl ~1 ~1
oo 2u-a¥ 4y  ine =y 2+ yinz) = yx¥ (2 4+ InaY);
oy
0% f
92 = 2¥Inz+nz(@¥nzr+z¥) =2V lnz(l+nzy+1) =a¥Inz(2+ InzY).
A fuggvény teljes differencialjai:
df = y?z¥tdz +2Y(1 +InaY)dy;
d’f = y*(y—1)a¥2da? +2yz¥ (2 + Ina¥) dx dy + ¥ Inz(2 + In2¥) dy?.
o

65. Feladat. Hatdrozza meg az adott fliggvények masodfokd Maclaurin-polinomjat.
a) f(z,y) = —2?+ 22y +3y? — 62— 2y —4; o flz,y) =In(1+z+y)
b) f(z,y) =e"; d) f(z,y) =e”siny.

Megoldas. Szamitsuk ki a masodrend( parciélis derivaltakkal bezarélag a derivaltak értékét a (0, 0) pont-

ban. A kapott értékeket helyettesitsik be a masodfokd Maclaurin-polinomba.
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a) Kénnyen kiszamithato, hogy f(0,0) = —4, a parcialis derivaltak értékei a (0, 0) pontban pedig:

of of

= = —2 2y — 6; ——(0,0) = —6;

Ox Ty 8x< )

of of

- = 2 6y — 2; —(0,0) = =2;

ay x + y I 6y< ) ) )
*f _ L, P, P,
ox2 ozoy oyz

Innen a masodfokd Maclaurin-polinom a kévetkezd alaku:
1 1 9 9
M, = —4+4 —(—6x—2y)+ —(—22° + 4oy +6y°) =

1! 2!
= —4—6x — 2y — 22+ 22y — 3y

b) Mivel £(0,0) = €” = 1 és érvényes % = g—i = % = a‘?;afy = giyf

2 2 2
kapjuk: 5£(0,0) = §1(0,0) = 524(0,0) = 724:(0,0) = 5,£(0,0) = ¢

masodfokd Maclaurin-polinomja:

= e*1Y, a kovetkez6t

=Y

= 1. Innen a fuggvény

1 1 1
My(z,y) = 14w +y+ 5(2° + 20y +y?) = L+w+y+ oo + oy + 5y

) Afuggvény értéke a (0,0) pontban f(0,0) = In1 = 0. A parcidlis derivaltakra érvényes:

of of 1 : af of
g~ ilewe 52(0,0) = 2X(0,0) = 1.
9r  dy ltaty ewve (%(0’@ 8y(0’0)
Ugyszintén érvényes:
A
0x2  O0xOy 0y2 (1+z+y)?
92 f 92 f 92
@(070) = 6x8y(0’0) = 8_y2<0’0> =—1L

A fuggvény masodrendd Maclaurin-polinomjat felirhatjuk a kévetkezé médon:

1 1 1
M2(95»?J):0+$+y+§(—1‘2—2$y—y2):$+y—§x2—xy—§y2.
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d) £(0,0) = e"sin0 = 0. A parcialis derivaltakra érvényes:

of , of of of

5y = €Sy 22(0,0) = 0; 9y oSy a—y(0,0)zl;

o O f A o f

9,2 — € siny; I +-5(0,0) = 0; 920y = e% cosy;; 8m8y<0 ,0)=1;
0°f ey OF

8_y2 = —e’siny; ay +-5(0,0) = 0.

A masodrend(i Maclaurin-polinom My (x, y) = y + xy alaku.

66. Feladat. Hatdrozza meg a kdvetkez8 fliggvények masodfoku Taylor-polinomjat az adott pontok kordil.

a) flz,y) = a® =2z + yPaz (wo,90) = O flz,y) = ye " Vaz(zg,y0) = (0,1) kordl;
(1,1) kérl;
b) f(z,y) =yInzaz(xy,y,) = (1,0) kérul; d) f(z,y) = =z az (g, yo) = (1,1) korill.

Megoldas. Szamitsuk ki mindegyik feladatnal a figgvény illetve a masodrendy parcialis derivaltakkal beza-

rélag a derivaltak értékét az adott pontokban.

a) f(1,1) = 0, a parcialis derivaltak értékeire a kdvetkezéket kapjuk:

Of _ op_ 92 6f . of_ 2. Oy
0*f LT 82f 0 2f

Ha behelyettesitjuk a kapott értékeket a Taylor-polinom képletébe, a kévetkez6 polinomot kapjuk:

Tywy) = —(y—1)+5@@—12 24— -1 +2Ay—17) =

= 1l—y+(z—1)2—4xz—-Dy—1)+(y—1)7>2

b) f(1,0) = 0, a parcidlis derivéltak értékei pedig:

of Y of of of
ax x? 8:6( 70) 07 ay nx? ay( 70> 07
82]0 y 82f 82f 1 an
Ox? 22’ Ox? 922 10 =0 oxdy x’ 8x8y< 0) =
2
o5 _
oy?

Innen Ty (z,y) = (x — 1)y.
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of
ox
of
dy
0% f
022
0% f
0xdy
0% f
o2

o
o f(0,1) =1-e% =1, a parciélis derivéltakra érvényes, hogy:
0
ye v - (~2ay) = —2apPev, P01y =0,
ox
0
e Y 4 ye‘mrzy (—2?) = 6_5’329(1 — 2%y); 8_f<0’ 1) =1,
Yy
2 —x2 —x2 2 _—x2 2 a2f
—2y (e Yt xe Y. (—Qxy)) = —2y°e Y (1 — 2z°y); W(O’ 1) =—2;
T
82
—2x (2y6_m2y +y2e Y. (—x2)> = —2zye V(2 — 22y); %(0, 1) = 0;
oy
2 —x2 2 2, —x%y __ 2, —x? 2,\. 82f _
—zfe P Y(l —zfy) —xfe Y = —xfe TV Y(2 — x7y); F(O,l)—().
Yy
Innen Ty(z,y) =14+ (y—1) + % (—222) =y — 22
o

d) A fuggvény értéke az (1,1) pontban f(1,1) = 1. A parcialis derivaltakra a kovetkez értékeket

kapjuk:

of
oz
of
ay
O f

da?

0% f
0xdy

x2+y2—x-2x_ y? — 22 ‘ 8f<1 1) = 0:
R L =R S LR T
—2xy af 1

= ) = -5

($2+y2>2’ ay( ) ) 27

—2x(2® +y%)* — (y* —2?) - 2(2® +¢%) - 20 —2u(a® +y?) —da(y® —2?) _
(2 +y?)4 a (22 +y?)3 a
2x(x? — 3y?) *f 1
(22 +42)3 7 oa2 2
2y(a® +y°)* — (v —2°) - 2(2* +9%) -2y 2y(a® +9°) — dy(y® —2°)
T ) - e
29B0° —y") - OF gL
(224923 7 Ozdy 2’
—2x(2® + y*)? + 20y - 2(2* + y?) - 2y —2x(a? +y?) + 8zy?
(22 4 y2)1 a (22 4 y2)? B
22(3y? — 902); 82f<1’ 1) = 1
RN S

Innen a masodfoku Taylor-polinom a kdvetkez6 alaku:

T2<JJ, y)

= 55Dy (gE-22 42 S DE-D+5-17) =
= -3 — e = D= 1)+ 1)
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67. Feladat. Hatarozza meg a kovetkezd fliggvények széIsé értékeit.

a) z =12+ 4z +y? — 6y + 10; d z=3ng+2Iny+In(12 -2 —y)
b) =2 +2+y, x>0,y>0; e f(z,y) =zy(z+y—1);
o flz,y) =zy—a*—y+6x+3; f fla,y) = 2% + .

Megoldas. El6szor a figgvények kritikus pontjait kell megtalalni, majd a szélsé érték tipusat.
a) A fuggvény elsérendd parcialis derivaltjai: % = 2x + 4 és g—; = 2y — 6. A kritikus pontokat a

kovetkezd egyenletrendszer megoldasaként kapjuk:

2r4+4 = 0 = z=-2
2u—6 = 0 = y=3.

A kritikus pont: (x4, Yg) = (—2,3). A szélss érték tipusat a masodrend( parcialis derivaltak segit-
ségével vizsgaljuk ki: g—ig =2 giyﬁ = 26és 88w2('3zy = 0. Innen
2
0%z 0%z 0%z
D=2"(23) .22 23 - ~2,3)) =2.2-0=4.
G239 5229~ (e -23)

Mivel D > 0, a (—2, 3) pontban a fiiggvénynek van szélsé értéke, és mivel %(—2, 3)=2>0,a

fliggvénynek ebben a pontban minimuma van. A fuggvény minimuma: z,,,;,, = 2(—2,3) = —3.

b) A figgvény els6rend( parcidlis derivaltjait egyenlitsik ki nulldval, majd az igy kapott egyenletrend-

szert oldjuk meg.

oz 8 1 _ 0 = 8 N _a?
or ~ x2 y y a2 Y778
0z x

= P

Ha az y-t behelyettesitjik a masodik egyenletbe, megkapjuk az egyenletrendszer megoldasat, vagyis

a fiiggvény kritikus pontjat: (x, yy) = (4, 2). Szamitsuk ki a fliggvény masodrendd derivaltjait is:

072 16 022 1 072 2x 072

55 = 3 aa&2)== o= 254,2)=1
or x ox 4 dy Y oy

022 B I 072 (4,2) = 1

ozdy  y?’ ozoy 4

2
Mivel D = }l -1 — (—%) = 1—36 >0 ésg—fé(él, 2) = %l > 0, a (4,2) pontban a fuggvénynek

minimuma van. A fliggvény minimuma: z,,,,,, = 2(4,2) = 6.
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c) A kritikus pontot a kévetkezd egyenletrendszer megoldasaként kapjuk:
of
6—5@—23:4-6 =0 = Jy—2r=-6
T
af x x x
—=—-1 =0 = —=2 = y=_.
oy 2\/y Yy 2
Ha a ,/y-ta masodik egyenletbdl behelyettesitjlik az els6 egyenletbe, megkapjuk az egyenletrendszer
megoldasat: © = 4 ésy = 4. Afuggvény kritikus pontja (z, y) = (4, 4). Aflggvény masodrend(
parcialis derivaltjainak értéke a kritikus pontban:
0? 0? —x 0? 1
o7 - —2; S ; f(4,4) =—;
0x? oy Ay Sy 0y? 8
o*f 1 82f(44>_1
oxdy 2y ozoy 4
2
In2nen D= -2. (—%) — i = 1% > 0, vagyis a kritikus pont egyben szélsé érték is. Mivel
%(4,4) = —2 < 0,a (4,4) pontban a fiiggvénynek maximuma van, és f,,.. = f(4,4) = 15.
o
d) Az elsérend( parcialis derivaltak:

B2 11 1 3 1
= 1 3 1
0z 2 1

oy oy 12—az—y

Ha kiegyenlitjik 6ket nullaval, a kdvetkezd egyenletrendszert kapjuk:

3 1 312 —z —y) —
x 12—zxz—y (12 — z — xy)
2 1 202 —z —y) —
2 _ 0o M2-z-y)-y
y 12—z—y y(12 — x — zy)

Az egyenletrendszerben jelentkezd kifejezések rendezése utan a kdvetkez6 egyenletrendszert kapjuk

azzal a kikotéssel, hogy az el6z6 egyenletrendszerben jelentkez§ tort nevezje kilonbdz6 nullatol,

vagyist # 0,y #0,12 —xz —y # O:

dr+3y = 36
2¢ + 3y = 24,

Az egyenletrendszer megoldasaként az (z(,y,) = (6,4) kritikus pontot kapjuk. A masodrend(i
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parcialis derivaltak:

% _ 3 1 _ 822(6 g1

Ox? 22 (12—z—vy)?"  0x2 ’

Pz 2 1 . 82z<64)__§

Oy? y> (12—x—y)* Oy ’

0%z _ —1 ; 02z (6,4) = _1.
Oxdy (12 —x —y)? 0xdy 4

Mivel D = —l'(—§)_<_l>2 —

3 8 4

% > 0és g—;;((s, 4) = —% < 0,a(6,4) pontban a fuggvénynek

lokalis maximuma van. A fuggvény maximuma z,,,,. = 2(6,4) = 5In 2.

e) Az adott figgvény els6rendU parcialis derivaltjai:

of
ox
of
dy

= ylzt+y—1)+ay=2zy+y*—y=yRz+y—1);

= z(z+y—1)+ay=2ay+2?—x=2a(x+2y—1).

Ha kiegyenlitjuk 6ket nullaval, a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

yRx+y—1) =
r(x+2y—1 =

Ennek az egyenletrendszernek négy megoldasa van.

* Az elsé megoldas x = y = 0, vagyis (24, y;) = (0,0).

+ A masodik megoldast a kovetkez6 egyenletrendszer megoldasaként kapjuk:

20 +y =
T+2y =

Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa: (x4, y,) = (%, %)

+ A harmadik megoldast a kévetkezd egyenletrendszer megoldasaként kapjuk:

y =
T+2y =

Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa: (x5, y5) = (1,0).

+ A negyedik megoldast a kdvetkez8 egyenletrendszer megoldasaként kapjuk:

2 +y =

xr =
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Az egyenletrendszer megoldasa: (x4,v,) = (0,1).

. o _ . . . , . =
Ellendrizzlk le a kapott kritikus pontok tipusat. A fuiggvény masodrendu parcialis derivaltjai: 75 =

2y, 5 o f =2z, ;Iaf = 2x + 2y — 1. Helyettesitsik be a kritikus pontokat a kapott kifejezésekbe:

. (:1:1, y;) = (0,0): afliggvény masodrenddi parciélis derivéltjainak értéke ebben a pontban
2
91(0,0) =0, 5:5(0,0) =0, axay(o 0) = —1. Innen D(0,0) = —1 < 0, vagyis a (0, 0)

pont nem széls8 érték, hanem a figgvény nyeregpontja.

c (29,Y9) = (%, 3) a masodrendd parC|aI|s derivaltak ertéke ebben a pontban 73 f (:1,’, :1,’) =

2 Of (1 1\ _ 2 9°f (11 _2.2_ (1N’ _1 -
520, 57 (5:3) = 3 09y (5:3) = 5:1men D (3,5) = 5:3—(5)° =5 > 0. vagyis
a kritikus pontban a fliggvénynek minimuma van. A minimum pedig: f, ..., = f (37 3) =

1
27"

c (x3,y3) = (1, 0) a masodrendui parcidlis derivaltak értéke a kritikus pontban (1 0) =

0, %(LO) =2, 43wy(1 0) = 1. Innen D(1,0) = 0-2— (1 )2 —— <0,vagy|sa

fliggvénynek az (1, 0) pontban nyeregpontja van.

. (334, y4) =(0,1): a mésodrendt’j parcialis derivaltak éréke ebben a kritikus pontban: % (0,1)
2 7z ..

venynek a (O7 1) pontban nyeregpontja van.

o
f) Aflggvény kritikus pontjait a kdvetkezd egyenletrendszer megoldasaként kapjuk:

af 2 2

=21 — —— = 0 = 2ay’=

ox Y x3y>? 4 x3y?

of 2 p

— =22%y — =0 = 22%y=

y Y7 s Y= 23
Innen 2t = y—14 Ez az egyenl8ség akkor érvényes, ha (z1,y;) = (1,1), (z5,y,) = (1,—1),
(x3,y3) = (—1,1), és (z4,y4) = (—1,-1), teha’taﬂ']ggvénynek négy kritikus pontja van. A
masodrendd parcialis derivaltak: 8 f = 2y + - y2, g—yf = 222 + = y4, 883:8]; = 4xy + pryc)

Ha behelyettesitjik a stacionarius pontokat a kapott kifejezésekbe, a kdvetkezét kapjuk: D(1,1) =
D(1,—1) = D(—1,1) = D(—1,—1) = 0.

Innen nem tudjuk megallapitani, hogy a kapott kritikus pont egyben a fliiggvény szélsé értéke-e.

68. Feladat. Hatarozza meg a kovetkez§ fuggvenyek feltételes szélsé értékeit, ha adottak a feltételek.
a) f(z,y) =y? — 2% +5ay + 2z = 16 feltétel mellett;
b) f(z,y) =2x —yax?+ y? = 1 feltétel mellett;

o f(z,y) = 2% +y* — 122 + 16y a 22 + y? = 25 feltétel mellett;
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d) f(z,y) = 22 —y? ax? + y? = 4 feltétel mellett.

Megoldas. A feltételes széIsé értékeket ugy hatarozzuk meg, hogy kiszamitjuk a Lagrange-figgvény feltétel

nélkali szélsé értékeit.

a) Alagrange-fuggvény F'(z,y,\) = y> — 22 + 5 + A(y + 22 — 16) alaku. A staciondrius pontokat

a kovetkez8 egyenletrendszer megoldasaval kapjuk meg.

OF
— =242\ = 0= 2=\ = =—2y
ox

F

a—EQy—I—)\ = 0= =2y

dy

oOF 16

— = 2v = 1 =——

X y+ 2z 6 = vy 3

Innen (x4, Yo, Ag) = (33—2, —%, 3—32)

Szamitsuk ki a Lagrange-figgvény masodrendd parcialis derivaltjait.

O*F *F PF_,
Ox? ozdy oyz 7
A Lagrange-fuggvény masodrendd teljes differencialja:
32 3 16
d?F <—,——,——> = —2dz? + 2dy>.
3'°5 3 e

Ebbél a kifejezésbdl nem lehet meghatéarozni a d2 F elsjelét, ezért felirjuk az u(z,y) =y+2x—16

feltétel elsé teljes differencialjat, majd azt kiegyenlitjuk nullaval:

du=2dzx+dy =0

Innen dy = —2 dx. Ha a kapott kifejezést behelyettesitjiik a d* F'-be, akkor
d’F (3—32—2 —?) = —2dx? +2dy? = —2dz? + 2(—2dz)? = 6dz? > 0,
vagyis a (3—32, —13—6) pontban van az adott figgvény feltételes minimuma: f, ;. = f (3—32, —%) =
_2;)&.
o
b) A Lagrange-fuggvény F(z,y\) = 2z — y + A\(2? + y? — 1) alakd. Innen
2—552+2$)\ = 0= a::—%
88—55—14—23;)\ = 0= y:%
g—fzw2+y2 = 1= %+4—;—1:0 = 52—;?2:0 = Am:ig
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Az egyenletrendszernek két megoldasa van, vagyis a Lagrange-fliggvénynek két kritikus pontja van:

A= (-2, 5) 6 5= (25,5, )

Szamitsuk ki a Lagrange-fliggvény masodrendd parciélis derivaltjainak értékét az A és B pontokban:

0°F O°F 0°F

gz~ N gEp Ve B =V
2

UL

0xdy

0°F O°F 0°F

7 = 8—y2(,4)_¢5, ooz (B) = V5

Innen d2F(A) = v/5dz? + v/5dy? > 0, vagyis a (—%, %) pontban van az adott figgvény
. - . _ 2 _

feltételes minimuma: f, ... = f (—%, %) = —/5.

A B pontra d?>F(B) = —/5dxz? — v/5dy? < 0, vagyis a (25 , \/?g) pont a fiiggvény feltételes

maximuma: f,, .. = f (%g,—\/?g) = /5.

S

A Lagrange-fiiggvény F'(z,y, \) = 22 + y? — 122 + 16y + A(2? + y? — 25) alakd. Oldjuk meg a

kovetkez6 egyenletrendszert:

2—552,@—12—1—2@/\ = 0= 2z(1+N)=12 = le—i—i)\
2—552y+16+2y)\ = 0= 2y(1+ ) =-16 =>y:1:_—8)\
Z—fzx2+y2—25 = 0= (1-?;6»2 + (1_%)2 —25=0
Az utolsé egyenletbdl W = 0, a kifejezés rendezése utan pedig a A2 +2\—3 = 0 masod-
foku egyenletet kapjuk. Az egyenlet megoldasa A\; = 1 és A\, = —3. Ha behelyettesitjik ezeket a

megoldasokat az egyenletrendszer elsd két egyenletébe, megkapjuk az x és y értékét is: Tyjp = +3
és y; /o = F4. Alagrange-fliggvény kritikus pontjai: A = (3,—4,1) és B = (—3,4,—3). Szamit-

suk ki @ masodrendd parcidlis derivaltak értékeit ezekben a pontokban.

0*F 0*F 0’F
2

0°F _ 0

0xdy

or

2 2
OF g T

0y?

A Lagrange-fiiggvény masodrendii teljes differencialja d?F'(A) = 4dz? + 4dy? > 0, vagyis a
(3, —4) pontban van a fuiggvény feltételes minimuma: f,,.., = f (3,—4) = —75.
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A B pontra érvényes, hogy d2F(B) = —4dx? — 4dy? < 0, vagyis a (—3,4) pontban van a
fuggvény feltételes maximuma: f,, .. = f (—3,4) = 125.
o

d) Az adott feltételt implicit fliggvényként is felirhatjuk: u(x,y) = % + y2 — 4 = 0. A Lagrange-
fuggvény F(x,y, \) = 22 —y? + A\(2? +y* — 4) alaku. A Lagrange-fliggvény stacionarius pontjait

a kovetkez8 egyenletrendszer megoldasaként kapjuk:

oF
EEQm—FZ)\x = 0= 2x(1+X)=0
F
or =2y+Ay = 0= —2y(1—X\)=0
dy

oF _ , 2 _

Ennek az egyenletrendszernek négy megoldasa van.

+ Az els6 egyenletbél x = 0. Akkor a harmadik egyenletbél y? = 4, vagyis Yo = +2. A
masodik egyenletbl 1 — A = 0, vagyis A = 1. Ennek alapjan az egyenletrendszernek két
megoldasa van: A(0,2,1) és B(0,—2,1).

+ A masodik egyenletbél y = 0, és behelyettesitve a harmadik egyenletbe, z? = 4, vagyis
Ty)9 = +2. Hogy az elsé egyenlet is teljestljon, 1 + A = 0 kell, hogy legyen, vagyis A = —1.
Tehat még két megoldasunk van: C'(2,0,—1) és D(—2,0,—1).

A kritikus pontok tipusanak kivizsgalasa érdekében hatarozzuk meg a Lagrange-figgvény masodren-
di parcialis derivaltjait.

0*F 0*F 0?F

— =24 2A =0
Ox? T2 Oxdy ’ Oy?

Mindegyik staciondrius pontban killén vizsgaljuk ki a Lagrange-fliggvény masodrenddi teljes differen-

cidljnak elGjelét.

. 2 2 2 . ,
« A(0,2,1): mivel ‘375(14) =4, gm—gy(A) =0, %TIZ(A) = 0, a Lagrange-fliggvény
maésodrend( teljes differencialja d>F(A) = 4dz? > 0 alakd, vagyis a (0, 2) pontban a fugg-

vénynek feltételes minimumavan, z,,.,,, = f(A) = —4.

« B(0,—2,1): mivel gig(B) =4, 8855;(3) =0, %ZE(B) = 0, a Lagrange-fuggvény

mésodrend( differencidlja d?F(B) = 4dxz? > 0 alaku, vagyis a (0, —2) pontban az adott

fuggvénynek feltételes minimuma van, z,,,;,, = f(B) = —4.

. 2 2 2 .. .
« C(2,0,—1): mivel ?975(6’) =0, gﬂ%(C} =0, %TI;(C’) = —4, alagrange-fuggvény
mésodrend( differencidljanak d?F(C) = —4dx? < 0 alakja van, innen a (2,0) pontban a

fuggvénynek feltételes maximumavan, z,, .., = f(C) = 4.
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« D(—2,0,—1): mivel gi};(D) =0, gjg;(D) =0, %ng(D) = —4, a masodrend(

teljes differencial d>F (D) = —4dx? < 0 negativ, vagyis a (—2,0) pontban a fiiggvénynek

feltételes maximumavan, z,,,,, = f(D) = 4.
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3.3.1 Gyakorlasra szant feladatok

69. Feladat. Vizsgdljakia z = mﬂ]ggvény értelmezési tartomanyat.

70. Feladat. Vizsgaljakia z = V1—22+ \/ﬁﬂ]ggvény értelmezési tartomanyat.
71. Feladat. Vizsgéljakia f(x,y) = In [z In (y — x)] fuggvény értelmezési tartomanyat.

72. Feladat. Hatérozzamegaz f(x,y) = Smy—xz—yQ figgvény elsé- és masodrendd parcialis derivaltjait.

N

T

73. Feladat. Hat4rozza meg az f(x,y) = e~ v flggvény elsé- és masodrend( parcialis derivaltjait.

1
y
74. Feladat. Hatdrozza meg az f(x,y) = (1 4 2zy)® fuggvény elsé- és masodrendd parcialis derivaltjait.

75. Feladat. Egyszer(sitse a x% — xy% + yaféfy kifejezést, ahol f(z,y) = yInx.

76. Feladat. frja fel az f(x,y) = arctgxy fliggvény elsé- és masodrend teljes differencidljat.
77. Feladat. frjafel az f(z,y) = 3% + In 2y figgvény elsé- és masodrendd teljes differencialjat.
78. Feladat. Irjafelaz f(z,y) = ™Y + x? + y2 figgvény elsé- és masodrendd teljes differencidljat.

79. Feladat. Fejtse az f(x,y) = e” Iny fuggvényt masodfoku Taylor-polinomba az
(2g,Yp) = (—1,1) pont kérl.

80. Feladat. Fejtse az f(x,y) = cos x cos y figgvényt masodfoku Maclaurin-polinomba.

81. Feladat. Fejtse az f(x,y) = y” fuggvényt masodfoku Taylor-polinomba az
(g, Yp) = (1,1) pont kéril.

82. Feladat. Fejtse az f(x,y) = 2z%y3 + 3x2y? fiiggvényt masodfokd Taylor-polinomba az (¢, yy) =
(—1,—1) pont kérl.

83. Feladat. Fejtseaz f(z,y) = 3In §+ %y?’ fuggvényt masodfoku Taylor-polinomba az (z, y,) = (6, 1)

pont korul.

84. Feladat. Fejtse az f(x,y) = 3y*a3 + 2xy? + 1 figgvényt masodfoku Taylor-polinomba az (4, ) =
(1,1) pont kérdil.

85. Feladat. Fejtse az f(x,y) = x,/y fliggvényt masodfokd polinomba az (4, y,) = (1,4) pont kéril.
86. Feladat. Fejtse az f(x,y) = e22°3Y fiiggvényt masodfokd Maclaurin-polinomba.

87. Feladat. Fejtse az f(x,y) = e~2Y flggvényt masodfokd Maclaurin-polinomba.

88. Feladat. Hatarozza meg az f(z,y) = 5% + % + % fliggvény széls6 értékeit.

89. Feladat. Hatarozza megaz f(z,y) = e Y flggvény szélIsé értékeit.

90. Feladat. Hatarozza megaz f(z,y) = % + % + xy fuggvény szélsé értékeit.

91. Feladat. Hatérozza meg az f(x,y) = z? + y2 — 3xy fuggvény széIsé értékeit.
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92. Feladat. Hatarozza megaz f(z,y) = (z — 1)? + 2y? fuggvény széls6 értékeit.
93. Feladat. Hatarozza meg az f(z,y) = (v — y)? + y? fuggvény széls6 értékeit.

94. Feladat. Hatarozza megaz f(z,y) = x? + y2 fuggvény feltételes széIsé értékeit az x 4 2y = 4 feltétel

mellett.

95. Feladat. Hatarozza meg az f(x,y) = x% + 2y* + 3 fiiggvény feltételes széls6 értékeitaz x +y = 1

feltétel mellett.

96. Feladat. Hatarozzamegaz f(x,y) = 212 + xy fuggvény feltételes szélsé értékeitaz x +y = 1 feltétel

mellett.



4. fejezet

Numerikus modszerek

A természettudomanyokban, a technikai tudomanyokban és a tarsadalmi tudomanyokban is a folyamatok
modellezése fontos feladat, melyben egyes paraméterek hatdsat tanulmanyozzak a folyamat kimenetelére.
A fizikai valésag folyamatainak leirasara tobbek kozott a matematikai modellt hasznaljak. A folyamat mate-
matikai modellje nem vesz figyelembe minden tényez8t amely kihatassal van a folyamat kimenetelére, igy
a matematikai modell a valés folyamat leegyszer(Gsitett modellje, melyet egyeztetni kell a kisérlettel elért
eredményekkel. Annak ellenére, hogy a matematikai modell a valés folyamat leegyszer(sitett modellje és
nem vesz figyelembe minden tényez8t, néha annyira bonyolult lehet, hogy analitikusan nem lehet megolda-
ni. Ebben az esetben a matematikai modellt annyira leegyszerUsitik, hogy analitikusan megoldhaté legyen,
vagy pedig numerikus problémaval approximaljak a matematikai modellt, majd numerikus médszerekkel

oldjdk meg. Az els6 mddszer gyakran nem elfogadhaté, mivel a leegyszerUsitett modell tulsagosan kilén-

matematikai numerikus numerikus

folyamat —_—> modell — > probléma > megoldas

4.1. dbra: Folyamat modellezése

bozhet a valds folyamattdl, igy a megoldasa is hasznalhatatlan lehet. A numerikus mdédszerek szintén hibat

ejtenek, viszont ez a hiba és a hiba hatasa a pontos eredményre felbecsilheté.

4.1 Hibaelmélet

Amikor a matematikai modellt numerikus problémaval approximaljuk és ezt a problémat valamely numeri-

kus modszerrel oldjuk meg, hibak keletkeznek, amelyeket harom csoportba sorolhatunk:

Oroklétt hibak: Azok a val6sagtdl valé eltérések, melyek mar a szamitasok megkezdésekor jelen vannak.

A kiindul6 pontok pontatlansaga (méréshiba) vagy a matematikai modell hibaja. Nem megel6zheték.

Szamitasi hibak: A fuggvények és a képletek értékének kiszamitasakor a szamitast véges szamu tizedessel
végezzlk, igy hibat ejtunk. A valés szamokkal valé aritmetikai mdveleteknél kerekitési hiba |1ép fel.

A tizedes szamok kerekitését k szamjegyre Ugy végezzik, hogy a k-adik szamjegyet eggyel noveljak,

81
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ha a (k + 1)-edik szamjegy 6tnél nagyobb, ha pedig kisebb 6tnél, akkor nem valtoztatjuk. Ha a
(k+ 1)-edik szamjegy 6ttel egyenld, és utana nincs tébb szamjegy, akkor a k-adik szamjegyet eggyel

megnaoveljik, ha az paratlan, illetve nem valtoztatjuk, ha az paros.
Végtelen miiveletek altal okozott hibak: Akkor keletkeznek, ha egy végtelen folyamatot végessel helyet-

tesitlink, pl. mikor a végtelen sor 6sszegét a sor részletdsszegével helyettesitjuk.

4.1.1 Kozelité szamok és hibak

A numerikus probléma megoldasa az x pontos mennyiség x* kozelitd értéke.

21. Definicié. Jel6lje az ™ az x pontos szam kozelit6 értékét. Az x* kozelité szam abszolut hibaja:
[Az")] = |o — 2™, (4.1)

Az x* kozelité szam abszolut hibakorlatja vagy hibahatara minden olyan A, . szam, melyre érvényes az
|A(z*)] < A,. egyenlétlenség.
Az z pontos szam tébb mddon kifejezhetd az =* kozelitd szam és a A . abszolut hibakorlat segitségével:
cx=x"+ A,
et =A<z <z"4+ A,

25. Példa. Legyen 2* = 1.414 az x = /2 irracionalis szam kozelits értéke. Hatarozza meg a kézelités

abszolut hibajat és hibakorlatjat.
Megoldas. Az abszolut hibat a képlet segitségével szamitjuk ki:
IA(z")| = |z — 2*| = |V2 — 1.414| = 0.0002135 ....

Abszolut hibahatarnak tekinthetjik a A . = 0.00022 szamot, mivel teljesuil az abszolut hibahatart definiald
egyenlétlenség.

Az abszolut hibahatart és a pontos szamot felirhatjuk a kévetkezd alakban is: A . = 0.22 - 1073, 2 =
1.414 4+0.22-1073 és1.41378 < < 1.41422.

|

Amikor kiilonb6z6 nagysagrendU kozelité mennyiségek pontossagat hasonlitjuk 6ssze, az abszolut hiba
nem megfelel6 6sszehasonlitasi alap. Példaul, az 1000.1 kozelité szam kozel van az 1000 pontos szam-
hoz, még az 1.1 kozelité szdm nem elég jé kozelitése az 1 pontos szdmnak. Ezért vezetjik be a relativ hiba

fogalmat.

22. Definicié. Jelolje az z* # 0 az x pontos szam kozelitd értékét. Az x* £ 0 kdzelitd szam relativ hibaja:

ANG Tz —x*
_1AED
|z*] |z*|

d(x*) (4.2)
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Az ¥ # 0 szam relativ hibakorlatja vagy relativ hibahatara minden olyan J,. szam, melyre érvényes az

d(x*) < §,. egyenlbtlenség.

Arelativ hibat és a relativ hibahatart szazalékban vagy pedig +m - 10", 0.1 < m < 1, n € N alakban

is kifejezhetjiik. Az x pontos szamot felirhatjuk az =™ kézelité szam és a ¢, relativ hiba segitségével:

x=a"(1+6,.).

A relativ hibahatart kiszamithatjuk az abszolut hibahatar segitségével: d,. = @q Ezt a képletet a fenti
képletek segitségével vezethetjik le:
A(x* A .
o) = 1@ A
|| |z
innen A
_ x*
0 = B . (4.3)

26. Példa. Legyen e* = 2.72 aze = 2.7183 ... pontos szam kozelit értéke. Szamitsa ki az e* szam relativ

hibajat és hibahatarat.
Megoldas. Ha a .2 képletet alkalmazzuk, akkor

|lx —x*|  |2.7183 — 2.72]
5 *) = =
(@) = = 12.72]

= 0.000625 = 0.625 - 1073 = 0.0625%.

Relativ hibahatarnak vehetjik a . = 0.63 - 1073 szamot. Az e szamot felirhatjuk aze = 2.72 - (140.63-
1073) alakban.

|

23. Definicié. Egy szam értékes szdmjegyei alatt az elsd nullatdl kilonb6z6 szamjegyet és az dsszes téle

jobbra elhelyezked® szamjegyet értjik.

Példaul az 1.7230 szdamnak 6t értékes szamjegye, még a 0.0491 szdmnak harom értékes szamjegye

van.

24. Definicié. Legyen x nullaté kulonboz6 valds szam. Az x pontos szam x* kozelité szamanak n értékes
pontos szamjegye van, ha érvényes:
§(x*) <0.5- 1017, (4.4)

Az x* kozelité szam értékes pontos szdmjegyei azok a szdmjegyek, amelyek megegyeznek az x pontos

szam szamjegyeivel.

27. Példa. Hatdrozza megaz x = 1657.3 pontos szdm x* = 1656.2 kozelité szam értékes pontos szamje-

gyeit.

Megoldas. Hatarozzuk el8szér meg a kozelitd szam relativ hibajat.

|z — x*| 1.1
5 * p— p—
@) = T ~ To562

= 0.00066417 = 0.66417 - 1073,
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Innen §(z*) = 0.66417 - 1072 < 0.5 - 1072, vagyis 1 — n = —2. Az utolsé egyenletbél kiszamithatjuk,

hogy a kozelité szam értékes pontos szamjegyeinek szdma n = 3. Ezek a szdmjegyek: 1,6 és 5.

4.1.2 A fuggvényérték kiszamitasanak hibaja
A figgvény értékének kiszamitasakor hiba keletkezik, ha a figgvény argumentumaban |év8 szamokat kere-
kitjuk.

25. Definicié. Legyeny* azy(xq, x5, ... x,, ) figgvény értékének kozelits értéke. Az y* kozelitd érték abszo-
it hibdjat az |A((y*)| = |y(w1, g, ..., ¥,) — y*| képlettel definialjuk. Minden olyan A, . szdmot, amely

eleget teszaz [A(y")| < A,. egyenlStlenségnek, az y* kozelitd érték abszollt hibakorlatjanak nevezziik.

26. Definici6. Legyen y* azy(x, x5, ... z,,) fuggvény értékének kozelits értéke. Az y* kozelits érték relativ

hibajat a §(y*) = ‘A‘gjr)‘ = |y‘;g‘*| képlettel definialjuk. Minden olyan d,. szamot, amely eleget tesz a

d(y*) < 5y* egyenl6tlenségnek, az y* kozelitd érték relativ hibakorlatjanak nevezzik.
A fuggvényértékek kiszamitasahoz két feladattipus kapcsolddik:

Direkt probléma: A fliggvényérték abszolut és relativ hibdjanak kiszamitdsa, ha adott a fuggvény argu-

mentumainak hibaja. A fiiggvényérték abszolut hibahatarat a kovetkez6 linearis kifejezéssel lehet

felbecsulni:
n
Ay m b Ay + by Ay, + 0,0, =) A (4.5)
i=1
ahol b, = ‘g—i(aﬁ,aj’g,...x;) L i=1,2,...n.
28. Példa. Hatarozza meg az y = 3“”‘;3131 fuggvény értékének abszolut és relativ hibahatarat, ha x =

0.01 + 0.005.

Megoldas. Az x pontos szam alakjabol kovetkezik, hogy z* = 0.01 és A . = 0.005. Innen az argumen-

tum relativ hibaja 6 (z*) = ﬁjﬁ"‘ = %805 — 0.5 =0.5-10° = 50%.

A fliggvény argumentumanak relativ hibahatara d,,. = ﬁc’f" = % =0.5=0.5-10° = 50%.

A fuggvény értékének abszolut hibahatarat a @ képlet segitségével szamitjuk ki n = 1-re, mivel a flgg-

vénynek egy véltozéja van. Szamitsuk ki el6szor a b, -et.

of 2243 C 22(3x® +1) —92%(2* +3)  —3a — 272 + 2
or  \3x3+1) (3z3 +1)2 3z 1)2
_of . _9f _
b= So(@") = 5(0.01) = 0.0173.

0.00008649 = 0.8649 - 10~%. Mivel y* = f(z*) = 3.0001, a

Y o~ . _ 9 .

Innen A, ~ by A, = 0.0173 - 0.005

figgvényérték relativ hibahatara 5y* =
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Inverz probléma: A fliggvényargumentum abszolut és relativ hibajanak meghatarozasa, ha adott a fugg-
vényérték € pontossdga. Ez a probléma nem oldhat6é meg egyértelmden, mivel a figgvényérték adott
hibahatara elérhet6 az argumentumok kiildnbdz8 hibahataraival. Az inverz probléma tébb mdédon

oldhaté meg. A numerikus matematika targy keretein belll csak az egyenlé hozzdjdruldsok elvét em-

litjlk meg. Ez az elv feltételezi, hogy mindegyik b;A ., i = 1,2, ..., n 6sszeadandé egyenl§, vagyis
b;A. = =%, i = 1,2,...n. Akkor a kozelits figgvényérték elére adott € > ( pontossagat

figyelembe véve a figgvény kozelit§ argumentumeértékeinek teljesitenitk kell a kdvetkezd egyenl6t-
lenséget:

A, <ib i=1,2,...n. (4.6)

29. Példa. Az [ hosszusagu inga lengésperiodusa T’ = 277\/5 képlettel szamithato ki, ahol g a nehézségi
gyorsulast jeldli. Milyen pontossaggal kell megmérni az inga hosszat, ha a lengésperiddusat kell kiszamitani
0.5% relativ hibaval, és tudjuk, hogy a periédus megkézelitéleg 2 s. Hany tizedes pontossagu értéket kell

venni a 7 és g allanddkra a képletben?

Megoldas. A feladat szerint T* = 2sése = 0. = 0.5% = 155. Ab;, @ = 1,2,3 egyitthatokat

megkaphatjuk, ha kiszamitjuk a 1" fuggvény elsérendi parcialis derivaltjait.

oT l oT | I*
on \/;7 bl ’67'(' (7.‘- 7l g ) g*a

oT s b 8T< )| = 7
- = = T, 1
ai Jg 2T la J
oT ™1 or, . . .
- = ———  by=|(" 19| =
dg 9V dg gV
A @-(’js képletet mddositva kiszamithatjuk a d.p. relativ hibahatart:
A b b b
Opr = — = —LA L+ AL+ A
T = o 7|
Mivel T = 27", /% =25és0p. = ﬁ, a ‘ZI;—Z;', 1 =1, 2, 3 torteket roviditve a kovetkezét kapjuk:
Aﬂ.* Al* Ag* 5 ].
— + + = = .
T 2+ 2¢g* 1000 200
Az egyenl§ hozzajarulasok elvét alkalmazva megkapjuk, hogy 7 |A .= \T*|Al* = |%°;‘A = =I*, vagyis
A. Ao A, 1
T 20 2g* 600
Innen A, . = &5. Szémitsuk ki a 7" értékes pontos szamjegyeit: 9. % = {?B = 600 = 0.0017 =

0.17-1072 < 0.5 - 1072, Alkalmazva a értékes pontos szamjegyek szamanak [4.4-es képletét, megkapjuk,
hogy 1 —n = —2, vagyis n = 3. Tehat a képletben a 7-t hdrom tizedessel kell venni, vagyis 7 = 3.14.

Hasonl6 médon szamithatjuk ki a g* nehézségi gyorsulas pontos értékes szamjegyeinek szamat is: Ag* =
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* 2 *
%, vagyis 0. = Agi* = 698;0 = ﬁ =0.0033=10.33-102 < 0.5-1072. Innen 1 — n = —2, illetve

n = 3 és a g-t a képletben harom tizedessel kell venni, vagyis g* = 9.81.
Hatarozzuk meg, milyen pontossaggal kell mérni az inga hosszusagat, vagyis szamitsuk ki a Aj.-t. Mivel

T* = 2, 7 = 3.14 és g* = 9.81, az inga kozelité hosszisaga [* = (T")g" _ 4981 _ 0.994. Innen

4(m)2 43147 —
A = % = % = % = 0.0033 m = 0.3 cm, vagyis az inga hosszusagat 0.3 cm pontossaggal kell
megmeérni.
O
4.2 Interpolacio
Adottak az x, x, ..., x,, paronként kiilénboz6 pontok az [a, b], a, b € Rintervallumbdl. Ezeket a pontokat

alappontoknak vagy osztépontoknak nevezziik. Ugyszintén adottak az alappontokhoz tartozé Yy, Ys, --- Yy,
fiuggvényértékek. Ezek a pontok kiilonbdz6 pillanatban mért fizikai nagysagok méréseredményei is lehet-
nek. Az interpolacié alapfeladata egy olyan fuggvény meghatdrozasa, amely interpolalja a megadott ponto-
kat, vagyis olyan g fuggvényt kerestnk, melyre érvényesa g(x;) = y,;, i = 1,2, ... egyenléség. Geometriai
értelemben olyan g fiiggvényt kerestink, melynek grafikonja atmegy az (z;,y;), i = 1,2, ... n pontokon.

Attol fuggben, hogy a g milyen figgvényosztalyba tartozik, az interpolacié lehet:

polinom a Taylor- és a Maclaurin-polinom.

+ Trigonometrikus interpolacio: a g figgvény trigonometrikus fuggvény. A Fourier sort slr(n alkalmaz-

zak az interpolaciéban.

s e s

4.2.1 Lagrange-féle interpolacids polinom

Legyen az interpolaciods fiiggvény g(x) = ¢y + cyz + cyx? + -+ + ¢, x™ alakd. A polinom CosC1y Coy .- Cp,
egyutthatdi egyértelmlen meghatarozzak a polinomot. Ezek az egyUtthatok meghatarozhaték haaz (z;, y;),
i = 0,1, ..., n pontokat behelyettesitjik a g(z) polinomba. gy n + 1 egyenletbél és n + 1 ismeretlenbél

all¢ linearis egyenletrendszert kapunk. Az ismeretlenek a ¢, ¢4, ... ¢,, egyUtthatok.

co+12g + oz + -+, xf = Y
Co+ ey + coxt + - F el =y
Co+ C1Ty + CoT5 + o FCpl = Yo
Co+ 1T, + o2 + et =y,

A linearis egyenletrendszer determinansat Vandermonde (A.T. Vandermonde (1735-1796)) determinansnak
nevezik. Ez a determinans kulénboézik nullatdl, igy a linearis egyenletrendszer hatarozott, vagyis pontosan
egy megoldasa van. Innen kévetkezik, hogy az (z;,v;), ¢ = 1,2, ... n pontokon keresztul pontosan egy

n-ed fokd polinom grafikonja megy at.
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Az n-ed foku Lagrange-féle interpoléciés polinomot L,, (x)-el jeléljuk és felirhaté a kévetkezd képlet

segitségével:

U . (@ —zp)(@—ay) (@ —mp )@ —apy) (@ —w,)
Fule) = ;yk(%_fco)(xk_5’31)“‘(37k_5€k—1)<33k_xk+1>“‘(xk_9%)_ @7
=
k=0 i=0 k i

ki

30. Példa. Azalappontok és a megfelel§ figgvényértékek adottak a tablazatban. Hatarozza meg a Lagrange-

féle interpolaciés polinomot.

Megoldas. Mivel négy alappont adott, igy a Lagrange-féle interpolaciés polinom harmadfoku lesz. A @-es

képlet szerint

I e n ene R Ty e e
e e ot A e e e
e 0—?%13%?3255%

. %i;ig ;Ex—z)) 1243 —?gx T2 s any

A Lagrange-féle interpolacios feladatban azt a polinomot kell meghatarozni, amely atmegy az adott alap-
pontok és megfelel§ fliggvényértékek altal alkotott pontokon keresztul. Gyakran el6fordul, hogy az adott
figgvény nagyon bonyolult, igy nehezen szamolhato ki a figgvény értéke az adott pontokban. Ilyenkor ez

a fiuggvény approximalhaté a Lagrange-féle interpolaciés polinommal.

31. Példa. Interpoldlja az f(x) = sinx fliggvényt a Lagrange-féle interpolaci6s polinommal az x, =

0.4,2, = 0.7 és x5 = 1 alappontokban.

Megoldas. Az f(z) = sinx fuggvény értékei az adott pontokban y, = sin0.4 = 0.39, y; = sin(0.7) =
0.64 és y, = sinl = 0.84. A trigonometrikus fliggvények értékének kiszdmitdsakor szamolégép segit-
ségével dvatosan banjunk a mértékegységekkel, mivel ha nincs kihangsulyozva a mértékegység, akkor a
radiant vesszik alapértelmezettnek.

Mivel hdrom alappont adott, a masodfoku interpolaciés polinomot kell meghatarozni. A@-es képlet alap-
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(z —xq)(z — 25) (z —xp)(z — 75) Ty (z —xp)(x — 79) _
0<950_951)($0_952> 1(951 — ) (T — Ty) 2(352 —x0) (g — T7)
B (x—0.7)(x—1) (r—04)(x—1) (r—0.4)(z—0.7)
= 090z on0a—n T 0oy Tt a0y o T

= —0.3222+1.22 — 0.04.

Rajzoljuk le az adott fliggvényt és a meghatarozott interpolaciés polinomot egy grafikonra. A grafikont te-

y=sin X

y=-0.32x*+1.2x-0.04

4.2. abra: Az f(x) = sinx fuggvény interpolaciéja polinommal

kintve megfigyelhetjik, hogy az interpolaciés polinom csak az alappontok kérnyezetében approximalja jol

polinom sziikséges.

|

Az interpolaciénal és a tdbbi numerikus modszernél, amelyek kézelit§ eredményeket adnak fontos tud-
ni, milyen kozel vagyunk a pontos eredményhez. Fontos meghatarozni, milyen hatarokban mozog a hiba,
amely a numerikus médszer alkalmazasaval keletkezett. A kovetkezd tétel a Lagrange-féle interpolaciés po-

linommal val6 approximacio hibajat becsuli fel.

14. Tétel. Legyen az f fuggvény n-szer folytonosan derivalhaté az [a, b] intervallumon, és tételezziik fel,
hogy létezik az (1) (z) az (a, b) intervallum mindegyik pontjaban. Jeldlje az L, () az f(x) fuggvény
n-ed fokd Lagrange-féle interpolaciés polinomat a paronként kilénbozé z; € [a,b], i = 0,1,2,...,n

alappontokban. Akkor minden = € [a, b]-re érvényes:

FE)

(z —2o)(x —21) - (2 = 2,),
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ahola ¢ = {(x) pontaz In(x, zy, x4, ..., T, ) intervallumba tartozik. A £ pont fiigg az

x, Ty, Tq, ... T, pontoktdl és az f fuggvénytsl.

Megjegyzés: Az In(x,xy,xq,...,x,) intervallum olyan legkisebb intervallum, amely tartalmazza az

6sszesx;, © = 0,1, 2, ... n alappontokat és az x argumentumot.

4.2.2 Newton-féle interpolaciés polinom

Egy figgvény interpolaladsanal gyakran tébb kilénb6z6 foku interpolacios polinomot kell meghataroznunk,
majd kivalasztani a legjobbat. A Lagrange-polinom segitségével a kiilonb6z6 fokd polinomok meghataroza-
sat mindig az elejétdl kell kezdeni, nem hasznalhatjuk fel az el§z6 polinomok kiszamitasanal szerzett informa-
Cidt, igy sok aritmetikai mdveletet kell elvégeznink. Ezt a problémat az interpolacids polinom Newton-féle (I.
Newton (1643-1727)) alakjdnak segitségével kiiszobolhetjik ki. Az interpolacios polinom Newton-féle alakjat

felirhatjuk az osztott differenciak segitségével. Az osztott differencia valdjaban a derivalt altalanositasa.

27. Definici6. Legyenek (z;,y;), i = 0,1,2, ..., n paronként kiillonbézé pontok. Az osztott differenciakat

a kovetkezd mddon definialjuk:

+ nulladrend( osztott differencidk: y[z,] = y,, 1 =0,1,2,...,n;
» els6rendi osztott differenciak: y[z;, z;,,] = %, 1=0,1,2,...,n;
+ k-adrendU osztott differenciak:
YT Tyigs oo Ty ] = YTt Tigoy s Tipg) — YT, Tipq, ---$i+k71]'
Livk — T4
32. Példa. Szamitsa ki az y[z, 1, Ty, T4 Osztott differenciat, ha adottak az xy = 0,27, = 1,z =

2, x4 = 3 alappontok ésazy, = 0,y; = 1,y, = 4, y3 = 9 fuggvényértékek.

Y[T1,%0,253]—y[Tg,%1,25]

Megoldas. A definicié szerint y[z(, Z1, Ty, T3] = . A felirt képlet kiszamitasahoz

T3—%o
sziikséges az alacsonyabb rend( osztott differenciak kiszamitasa: y[z,, T4, T3] = Yol mylwy @] g
T3~y
ylag, 2y, 1y] = YEnr2l=UTom1] A folirt masodrend( osztott differenciak kiszamitasahoz viszont ki kell
L2—%o

P % ” . cil _ Y3—Ys o Ys—Y, .
szamitanunk az elsérendi osztott differencidkat: y[zq, 5] = e =5, Y[z, zy] = T = 36és
ylxg, z1] = gi—:zg = 1. Behelyettesitve a kapott értékeket a kovetkezdt kapjuk: y[zg, T1, 5] = 1 és

y[xy, x4, 3] = 1. Innen a keresett osztott differencia értéke y[x, 1, Ty, T3] = 0.

Az interpolaciés polinom Newton-féle alakjat az osztott differencidak segitségével a kovetkez6 médon

definialjuk.
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28. Definici6. Legyenek (z;,y;), ¢ = 0,1,2, ..., n paronként killénbdz6 pontok. A pontok altal meghata-

rozott interpolacids polinom Newton-féle alakjat a kovetkez6 képlet segitségével irhatjuk fel:

N, (z) = yo+ylre, z1](x — 20) + Yy[To, T1, o) (T — () (T — 1) + -+ + (4.8)
+ ylrg, T, Tg, - 75%](% —zo)(@ —2y) (T —2) (T — ) q) =
= Zy[mo,ml,...xi]n(x—xj)
i=0 7=0

Megjegyzés: bebizonyithato, hogy a paronként egymastdl kilénb6z8 alappontok altal meghatarozott
Lagrange-féle és Newton-féle polinom egyenl§, vagyis L,,(z) = N,,(x).
Az osztott differencidkat gyakran tdblazat alakjaban abrazoljak, mivel az ilyen abrazolas praktikusabba

teszi kiszamitasukat szamitégép nélkal.

To Yo

ry Y1 y[%a%]

To Yo y[ml,mQ] y[%ﬂﬁa%]

T3 Ys y[zo, 3] Y[y, g, 3] ylzg, 1, 25, 73]

xn yn y[mn—laxn] y[xn—%xn—l?xn] y['rn—37xn—27xn—1ﬂxn] y[x07x17‘“7xn]

4.1. tdblazat: Osztott differencidk tablazatban

A tablazatban félkovér bet(itipussal irt osztott differenciak a Newton-féle interpolacios polinom egyutt-
hatoi.
33. Példa. Hatarozza meg azt az interpolacios polinomot a Newton-féle alakban, amely athalada (—1,6), (0, 1), (2, 3), (

pontokon.

Megoldas. Mivel négy alappont adott, igy az interpolaciés polinom harmadfoku lesz. A @ képlet szerint:
N3(x) = yotylwo, 2] (x—20)+ylrg, w1, 2] (x—xo ) (—z1 ) +ylzo, ... s T3] (2= ) (31— ) (2 —25).

A képletben megjelend osztott differenciakat tablazat segitségével szamitjuk ki.

zy =0 yp =1 y[$0ax1]:(1)_1(13:_5

,1,‘2:2 y2:3 y[Il,ZL‘Q]:%:l y[x07x17$2]:2+_1:2

66—3 21-1 4-2 _ 1
r3="5 y3=0606 ylry, 73] = = = 21 Y[z, 29, 3] = 50 — 4 ylzg, ..., 23] = 51 3
Ha behelyettesitjik a kiszamitott osztott differenciakat az interpolacids polinom Newton-féle alakjaba, meg-

kapjuk a keresett polinomot:

1 1 ) 11
Ns(z)=6—5(x+1)+2(z+ 1)z + g(:zz—l— Dz(x—2) = §x3 + §$2 — Eit—l— 1.
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O
4.3 A fuggvények zérushelyének numerikus meghatarozasa
Az f : R — R fuggvény zérushelyének meghatarozasahoz meg kell oldani az
flz) =0 (4.9)

egyenletet a valds szamok halmazan. Minden olyan & € R val6s szamot, melyre érvényes az f(£) = 0
egyenl8séq, az egyenlet megolddsdnak, gy6kének nevezzik. A @-es egyenletet nem lehet mindig analitiku-
san megoldani. Ha az f(x) figgvény n-ed fokd polinom, a @—es egyenletet n-ed foku algebrai egyenletnek
nevezzuk. Minden olyan egyenletet, amely nem algebrai, transzcendens egyenletnek nevezzik. Kézismert,
hogy csak az 6todfokunal alacsonyabb foku algebrai egyenleteknek van analitikus megoldasa, még az 6tnél
magasabb foku algebrai egyenleteknek és a transzcendens egyenleteknek a megoldasat altalanos esetben
nem lehet analitikusan meghatarozni. Ezért a @-es egyenlet kdzelité megoldasat keressuk valamilyen nu-
merikus mddszer segitségével.

A legtdbb numerikus modszer alapétlete a kdvetkez6:
* az x( kezd6 approximdcié meghatarozasa a megoldds lokalizdciéjdnak segitségével;

« iterdcios szabdly definialasa, melynek alapjan az x, kezd6 approximaciobél kiindulva egy {x, } appro-

ximacidk sorozatat generalunk, amely az adott egyenlet ¢ megoldasahoz konvergal, vagyis klim Ty =
— 00

.

A numerikus médszereknél nem szamithatjuk ki az {x;, } approximaciés sorozat mindegyik tagjat, mivel
végtelen sok van bel8lik, ezért fontos meghatarozni egy kritériumot, amely megallitja az algoritmust miutan
elértik a kozelit§ megoldas kivant pontossagat. Ezt a kritériumot megdlldsi feltételnek nevezzik. Tegyuk fel,
hogy a £ pontos megoldas hibakorlatja, vagyis tolerancia értéke € > 0. Akkor teljestlnie kell a |z, —&| < &

kritériumnak. Mivel nem tudjuk a £ pontos megoldas értékét, mas megallasi feltételeket kell alkalmazni:
Loz —zp 4| <e;

|7 —2p 4| .
2. HEEL <

3. | f(zp)] < e

A felsorolt megallasi feltételek k6zul a tovabbiakban az elsét fogjuk alkalmazni.

Egy numerikus probléma tobb numerikus médszerrel is megoldhato, ez miatt célszerd felbecsilni melyik
modszert legjobb alkalmazni. Minden numerikus médszernek van el6nye és hatranya. Az egyik f8 kovetel-
mény az, hogy az {z;,} approximaciék sorozata minél gyorsabban konvergaljon a £ pontos megoldas felé.

Az iteracidk konvergencidjdnak sebességét konvergenciasebességnek nevezik.

29. Definicié. Legyen £ € R és klim x, = . Ha léteznek olyan p > 1 ésn > 0 éllandék, melyekre
— 00

érvényes az

[Ty — & < nlzy — P
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egyenlétlenség, azt mondjuk, hogy az {x;,} sorozat a £ felé konvergal legalabb p-ed rendi konvergencia-
sebességgel. Ha p = 2, a konvergenciasebesség kvadratikus, ha viszont p = 3, a konvergenciasebesség

harmadrend(. Han € [0, 1) és p = 1, akkor a konvergenciasebesség linearis.

4.3.1 A fuggvény zérushelyeinek kezdé becslése

Az adott egyenlet megoldasanak kezd§ becslése alatt azt az eljarast értjuk, melynek folyaman meghataro-
zunk egy minél kisebb intervallumot, melybe beletartozik az egyenlet egy vagy tobb megoldasa. Ebbdl az
intervallumbdl valasztjuk ki az egyenlet gyokének kezdd approximaciojat. Az egyenlet gyokét gyakran fel-
becstlhetjiik a megfelels f(x) figgvény grafikonjdnak rajzolasaval. A fuggvény y = f(z) grafikonjanak
metszéspontjai az x tengellyel az f(z) = 0 egyenlet megoldasai. Ha az adott fliggvény grafikonjat ne-
héz lerajzolni, akkor az ekvivalens h(x) = g(x) egyenletet tekintjik, ahol a h és g megfeleléen valasztott
fliggvény. Két egyenlet ekvivalens a [) halmazon, ha az egyik egyenlet megoldasa a D halmazon egyben
a masik egyenlet megoldasa is és forditva is érvényes. A mi esetlinkben a h és g fliggvények metszetének
apszcisszaja egyben az f(z) = 0 egyenlet megoldasa is.

Az egyenlet gyokét felbecstlhetjuk ugy is, hogy abban az intervallumban, ahol varhatéan taldlhaté a
gyok, felvesziink pontokat, kiszamitjuk a figgvény értékeit ezekben a pontokban, majd megkeressuik az el8-

jelvaltasi helyeket. Ilyen médon behataroljuk a fliggvény gyokeit. Ez az eljaras a kovetkezd lemman alapszik.

2. Lemma. Legyen az f(x) folytonos fliggvény az [a, b] intervallumon. Ha f(a) f(b) < 0, akkor az f(z) =

0 egyenletnek legalabb egy gydke van az (a, b) intervallumban.

34. Példa. Becsiilje fel azIn (z + 1) — e® 2 = 0 egyenlet gyokeit
a) grafikus médszerrel; b) az egyenlet gy6keinek behatarolasaval.

Megoldas.  a) Rajzoljukle egy grafikonraa g(z) = In (x + 1) ésa h(z) = 2 fiiggvényeket. Aj.3-as

y

4.3. dbra: Grafikus médszer
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grafikonrdl lathato, hogy a feladatban adott egyenletnek két gydke van. Az elsé a [0, 0.5] intervallum-

ban, még a masik a [2, 2.5] intervallumban talalhaté.

b) Hataroljuk be az egyenlet gydkeit ugy, hogy felvesziink az x valtozéra értékeket, majd szamitsuk ki a

flggvény értékeit ezekben a pontokban. Ezeket az értékeket az alabbi tabladzatban tintetjuk fel.

r | 010 | 015 020 |[210 | 215
f(z) | -0.0543 | -0.0175 | 0.0170 | 0.0262 | -0.0144

Alkalmazva az el8bbilemmat a tablazatban feltiintetett értékekre, lathatjuk, hogy a fiiggvény a (0.15, 0.2)
intervallumban valt el8jelet, ami azt jelenti, hogy ebben az intervallumban talalhaté az egyenlet gy6-
ke. Azt is észrevehetjiik, hogy a fiiggvény a (2.1, 2.15) intervallumban is elGjelet valt, vagyis ebben

az intervallumban is van az egyenletnek gyotke.

4.3.2 Felezési modszer

Afelezési mddszer az f(x) = 0 egyenlet kdzelité megoldasat adja meg és a legegyszer(ibb médszerek kozé
tartozik. Tételezziik fel, hogy az f figgvény folytonos az [a, b] intervallumon, és f(a)f(b) < 0. Akkor a Rl

emma szerint az egyenletnek az [a, b] intervallumon legaldbb egy gydke van. Ha

/(259 -0

akkor & = atb 57 egyenlet egyik megoldasa. Ha viszont f <“+b) = 0, akkor az egyenlet egyik megoldasa

( a—l—b) (a—l—b b)
a, 2 ) 2 ’

intervallumok egyikében tal4lhaté. Ha f(a)f(‘”b) < 0, azegyenlet gydke az elsé intervallumban talalhato,

az

haviszont f(a) f( ‘”b) > (), a gyok biztosan nem talalhaté az elsé intervallumban, kdvetkezésképpen a méa-
sodik intervallumban van. Jeldlje az [a, b, ] azt az (j intervallumot, melyben az egyenlet legalabb egy gydke
(CL a;+by )

talalhatd. Szamitsuk ki az f figgvény f értékét az intervallum felez6pontjaban. Ha f(a ath ) =0,

algbl Ha viszont f(a1+bl) #+ 0, az adott intervallumot elfelez-

akkor az egyenlet pontos megoldasa £ =
zUk és megnézzik, melyik Ujonnan kapott intervallumban talalhato a fuggvény legalabb egy zérushelye. Ezt
az eljarast odaig ismételjuk, még nem kapjuk meg az egyenlet pontos megoldasat, vagy pedig az egyenlet
kozelité megoldasat kivant pontossaggal. Ezzel az eljarassal meghatarozhatjuk az egyenlet pontos gyokét,
mint valamelyik intervallum felét, vagy pedig kapunk egy [a, b], [a{, by], [as, bs], ..., [ak, bi], - intervallum

sorozatot, amely a kovetkez6 tulajdonsaggal rendelkezik:

b—a

flag) f(by) <0 és by —a; = ST

k=1,2,...
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Akovetkezd tétel az el6bb leirtiterativ médszer konvergenciajat bizonyitja, és az dltala kapott gyok-approximacié
hibajat becsduli fel. Jeldlje {xk}keN a felezési mddszer altal kapott gydk-approximacidk sorozatat, és legyen

€ € la,b]az f(x) = 0 egyenlet egy megoldasa.

15. Tétel. Legyen az f fiiggvény folytonos az [a, b] intervallumon, és tételezziik fel, hogy f(a)f(b) < 0.

A felezési modszer az f(x) = 0 egyenlet egy & € |[a, b] gyoke felé konvergal, és érvényes a kovetkezd

hibabecslés: b |
—a

Mivel a numerikus moédszerek az egyenlet gyokének kozelitd értékét adjak meg, sziikséges el6re megad-

(4.10)

ni a kozelité megoldas € > 0 tolerancidjat, vagyis a hibakorlatjat. A numerikus médszer altal kapott kozelité
< ¢ megallasi feltételnek. A}.10-es hibabecslésbdl kifejezhet;iik

az € hibakorlat eléréséhez szukséges iteraciok szamat:

megoldasnak eleget kell tennie az |z, — &

b—a
k > log, —.
€

Bebizonyithatd, hogy a felezési mddszer konvergencidja linearis.

€T

35. Példa. A felezési mddszerrel hatdrozza megazx — e~ * = () egyenlet gyokeit e = 1073 toleranciaval.

Megoldas. El&szor becsuljik fel grafikus modszerrel az f(z) = x — e fuggvény zérushelyeit. Az f(z) =

x — e~ * fuggvény zérushelyei megegyeznek a h(x) = e * és g(x) = x fliggvények metszéspontjaival,

xT

vagyis az adott egyenlet ekvivalens az e™* = x egyenlettel. A @]-es grafikonon lathato, hogy az egyenlet

y

4.4. dbra: Azx — e~ * = (0 egyenlet gyokének becslése

megoldésaaz [a, b] = [0, 1] intervallumbanvan. Eztafeltevésta f(a)f(b) = f(0)f(1) = —0.63212 < 0
figgvényértékek szorzatanak negativ el6jele is alatdmasztja. Szamoljuk ki, hany iteraciéra lesz szikségulnk

aze = 107! pontossag eléréséhez. Mivel k > log, I’_Ta, innen

1—-0
k > log, 108 = log, 103 = 9.97,
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vagyis tiz iteraciot kell kiszamitanunk. Az intervallumokat, iteraciékat és az f(xz),) = x;, — e~k fliggvény-

értékeket az aldbbi tablazatban tluntettik fel.

k ag by, Ly = @ f(xy) | flag)f(xy)
0 | 0.0000 | 1.0000 | 0.5000 -0.1065 +
1 | 0.5000 | 1.0000 | 0.7500 0.27766 -
2 | 0.5000 | 0.7500 | 0.6250 0.0897 -
3 | 0.5000 | 0.6250 | 0.5625 -0.0073 +
4 | 0.5625 | 0.6250 | 0.5938 0.0416 -
5 ] 0.5625 | 0.5938 | 0.5782 0.0173 -
6 | 0.5625 | 0.5782 | 0.5704 0.0051 -
7 | 0.5625 | 0.5704 | 0.5664 -0.0012 +
8 | 0.5664 | 0.5704 | 0.5684 0.0012 -
9 | 0.5664 | 0.5684 | 0.5674 0.0004 -
10 | 0.5664 | 0.5674 | 0.5669 -0.0004 +

A tablazatbdl l1athatd, hogy a kozelité megoldas z;, = 0.5669.

4.3.3 Newton-maddszer

Az f(x) = 0 egyenlet numerikus megoldasara szolgalé legismertebb algoritmus a Newton (Newton-Raphson)
(J. Raphson (1648-1715)) médszer. A médszer 6tlete az, hogy az f fliggvényt a megoldas kozelében egy li-
neéaris fuggvénnyel approximaljuk. Linearis fuggvényként az f(x) gérbe érintjét vesszik az (z, f(z))
pontban, ahol x, az egyenlet gyokének kezd6 approximacidja. Az érinté és az z-tengely x| metszete lesz az
egyenlet gydkének Uj approximacioja. A kdvetkezé iteraciéban Uj érintét szerkesztiink az f(z) gérbére az
(21, f(x1)) pontban, majd ismételjiik a mar emlitett lépéseket. Ezt a modszert ezért érintémodszernek is
nevezik. A médszert a @-és abra mutatja be.

A flggveény érintSjének képlete az (z, f(xy)) pontbany = f(zy) + f'(xy)(x — x). Az érint6 és az

x-tengely metszetét megkapjuk, ha az érint6 egyenletébe behelyettesitjik az y = 0-at és kifejezzik az x-et.

f(zo)
f'(x) .

f(xo) + (@)@ —29) =0 = =1 —

A kévetkezd x, approximacio az érinté és az x-tengely metszete, vagyis ha f'(x) # 0, akkor kiszamit-

hatod a kovetkezd képlettel:

f(x)

T )

Altalanositva az el6z6 képletet, a kévetkezé rekurziv sorozatot kapjuk:

Tyq = Ty — J{/<(Z’;>>, k=0,1,2,.... 4.11)

sz

cidjanak feltételeit adja meg.
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4.5. dbra: Newton-médszer

16. Tétel. Legyen az f fuggvény kétszer folytonosan derivalhaté az (a, b) intervallumon, ésjelélie £ € (a,b)
az f fuggvény olyan zérushelyét, melyre érvényes f’ (&) # 0. Ekkor a Newton-médszer lokalisan konvergal
a&-hez.

Ez a tétel kimondja, hogy a Newton-mddszer lokalisan konvergens. Ez azt jelenti, hogy az egyenlet gyo-
két el6szor fel kell becsulni, vagyis taldlni egy sz(ik intervallumot, melyben benne van az egyenlet megoldasa.
Léteznek globalisan konvergens numerikus médszerek. Ezeknél a moédszereknél nem kell gyok becslést vé-
gezni, viszont a konvergenciasebességuk alacsonyabb rendd. Be lehet bizonyitani, hogy a Newton-modszer

konvergenciasebessége kvadratikus.

x

36. Példa. Hatarozza megazx — e~ % = ( egyenlet gyokét a Newton-médszerrel ¢ = 1073 toleranciaval.

Megoldas. Ezt az egyenletet az el6z6 példaban megoldottuk a felezési mdédszerrel. Az egyenlet gydkeit gra-
fikus médszerrel becsiiltik fel. A megoldas a [0, 1] intervallumban talalhaté. Legyen a kezd8 approximacié
x, = 0. Mivel a tolerancia e = 1073, a megallasi feltétel |z, — x, ;| < 1073. Ellendrizziik le a konver-
genciara vonatkozd tétel feltételeinek teljestilését. Mivel f'(z) = 1 + e * és f”(x) = —e " folytonos
fuggvények és f’'(x) # 0 minden z-re a [0, 1] intervallumbdl, az el6z8 tétel feltételei teljesiilnek, vagyis

alkalmazhatjuk a Newton-médszert.

kloa | o) =xp—e ™ | fllag) =1+e ™ |y =24 — %
0 | 0.0000 | -1.0000 2.0000 0.5000
1 | 0.5000 | -0.1065 1.6065 0.5663
2 | 0.5663 | -0.0013 1.5676 0.5671

Mivel |z5 — z5] = |0.5671 — 0.5663] = 0.0008 < 1073, az z; = 0.5671 eleget tesz a megallasi
feltételnek, vagyis az x5 = 0.5671 lesz az egyenlet kdzelit6 megoldasa. Ha dsszehasonlitjuk a Newton-
modszer konvergeciasebességét a felezési modszerével, észrevehetjik, hogy az el8bbi sokkal gyorsabban

konvergal a megoldas felé.
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|

37. Példa. Hatarozza megaz 2z—Inx—4 = 0 egyenlet gydkét az [1, 4] intervallumon a Newton-mdédszerrel

e = 1073 toleranciaval.

Megoldas. Mivel adott az intervallum, ahol az egyenlet megoldasa megtalalhaté, nem sziikséges a gyok
becslése. Ellendrizzuk le vajon eleget tesz-e az egyenlet a Newton-modszer konvergenciajara vonatkozo
feltételeknek. Az f(z) = 2x — Inx — 4 fuggvény kétszer folytonosan derivalhaté az [1, 4] intervallumon,

mivelaz f'(x) = 2—%és f”(z) = L fuggvények folytonosak az adott intervallumon. Ugyszintén f’ (&) #

x2
0, mivel az f'(z) =2 — % = 2‘1:%—_1 figgvénynek a zérushelye az x = % pontban van, ami nem tartozik az
[1, 4] intervallumba. Az el6z6 tétel szerint alkalmazhatjuk a Newton-médszert. Mivel a kézelité megoldast
103 pontossaggal kell meghataroznunk, az |z — 2] < 103 megallasi feltételnek teljestilnie kell.
Hogy elérjuk ezt a pontossagot, legalabb négy tizedes szdmjeggyel kell szamolnunk. A Newton-modszer

kezd§ iteraciojaként tetsz8leges szamot vélaszthatunk az [1, 4] intervallumbdl, példaul x, = 1-et.

k| oy | flzg) =22 —Inay —4 | flzg) =2— - | 2p =2 — J{/(({;Z))
0 | 1.0000 | -2.0000 1.0000 3.0000
1 | 3.0000 | 0.9014 1.6667 2.4592
2| 24592 | 0.0185 1.5934 2.4476
3 | 24476 | 0.0000 1.5914 2.4476

Mivel a megallasi feltétel teljesul a negyedik iteracional, vagyis |z, — ;| = |2.4476 — 2.4476| = 0 <
1073, az egyenlet kozelits gydkének vehetjitk a € = 2.4476 szamot.

4.3.4 Szelomoédszer

A Newton-moddszer minden iteraciéjaban ki kell szamitani a fliggvény elsé derivaltjanak értékét, amiid6igé-
nyes lehet, ha a fliggvény bonyolult alaku. A fliggvény derivaltjanak kiszamitasat kikeruilhetjik a szel6mad-
szer alkalmazasaval. Legyenek x, és x; az f(x) = 0 egyenlet gykének kezd8 approximacidi. Tekintsik
a fiiggvény szel6jét, mely athalad az (zy, f(x,)) és (2, f(z,)) ponton. A szelémoédszert a j.g-0s bra
abrazolja. A szel és az z-tengely metszetét jeléljik xy-vel. Az z4-at az (x4, f(z,)) és (z4, f(z,)) ponto-
kon athaladé f(z) fiiggvény szelbje és az x-tengely metszeteként kapjuk meg. Ha ilyen médon folytatjuk a
megkezdett médszert, egy iterativ sorozatot kapunk, amely az f(x) = 0 egyenlet £ pontos megoldasa felé
konvergal. Mivel a fuggvény szel6jének egyenlete adottazy = f(z,) + %(m — x,) képlettel, a
metszetét az z-tengellyel kiszamithatjuk, ha a szel egyenletébe behelyettesitjik az y = 0-at és kifejezziik

az r-et:

f($1)+M(x—xl):0 = r= T1 — To (f<x1)_f<x0)

L1 — Zg fzy) — f(zg) L1 — Lo

T —f(x1)> .

A kifejezés rendezése utan & = 2y — ;=50 f (1), és ezt altalanositva a kovetkezd iteraciés sorozatot
1 0

kapjuk:
L — T

T T T ) = fa )

flzy), k=1,2,.... (4.12)
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4.6. dbra: Szel6modszer

A kovetkezd tétel leirja a szikséges feltételeket a szel6mdédszer konvergenciajahoz.

17. Tétel. Legyen az f fliggvény kétszer folytonosan derivalhaté az (a, b) intervallumon, ésjeldlie £ € (a, b)
az f fuggvény olyan zérushelyét, melyre érvényes f’ (&) # 0. Ekkor a szeldmdédszer lokalisan konvergal az

f(x) = 0 egyenlet gydke felé.

Megjegyzés: bebizonyithatho, hogy a szelémaddszer konvergenciasebessége megkéozelitéleg 1.618.

T

38. Példa. Hatarozza megaz x — e~ * = 0 egyenlet gyokét a szelémodszer segitségével ¢ = 1073 toleran-

ciaval.

Megoldas. Ezt az egyenletet kordabban megoldottuk a felezési médszer és a Newton-médszer segitségé-
vel. Az egyenlet gyoke a [0, 1] intervallumban talalhaté. Kezd8 approximaciénak az xy = 0ész; = 1
pontokat vesszlk. Ellen6rizzik le, teljestiinek-e az el6z8 tétel feltételei, hogy a szel6méddszer altal generalt
sorozat biztosan az adott egyenlet £ gydke felé konvergaljon. Mivel f'(z) = 1+ e és f"(x) = —e™*
folytonos fiiggvények és f’(z) # 0 minden szdmra a [0, 1] intervallumbdl, a tétel feltételei teljestinek, igy

alkalmazhatjuk a szelémédszert. A megallsi feltétel |z, ; — ;| < 1072

ko | oo | o) | flag) | opn = — i/ (@)
1 | 0.0000 | 1.0000 | -1.0000 0.6321 0.6127
2 | 1.0000 | 0.6127 | 0.6321 0.0708 0.5638
3| 0.6127 | 0.5638 | 0.0708 -0.0052 0.5672
4 | 0.5638 | 0.5672 | -0.0052 0.00004242 | 0.5671

Mivel |x5 —x,| = [0.5671—0.5672| = 0.0001, a megallasi feltétel teljesul, igy az egyenlet kozelitd megol-
désa x5 = 0.5671. Ha 6sszehasonlitjuk ezt a mddszert a felezési és a Newton-médszerrel, a feladat alapjan

megallapithatjuk, hogy a Newton-médszer a leggyorsabb, még a felezési médszer konvergal a leglassabban.

O
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4.4 Numerikus integralas

Tekintsiik az fab f(z) dz integralt. Az integralszamitas alaptétele szerint minden [a, b] intervallumon folyto-
nos fuggvénynek létezik F' primitiv fliggvénye és érvényes, hogy

fab f(z)dz = F(b) — F(a). Egyes f fuggvények F' primitiv fliiggvényének meghatarozasa nem egyszer(.
Sok olyan fuggvény létezik, melynek primitiv fliggvényét nehéz, néha pedig lehetetlen kiszamitani. Ilyenkor,
és amikor a fuggvény (z,, f(z;)), x; € [a,b], i = 0,1,2,...n pontokkal adott, a hatarozott integralt
csak kozelitdleg lehet meghatarozni, vagyis numerikus médszereket kell alkalmazni.

Az egyik numerikus médszer az f(z) integrandus helyett az f(z) fiiggvény L, (z) interpolaciés po-
linomjat tekinti, vagyis az adott fliiggvény helyett a fliggvény interpolacios polinomjat integraljuk. Legyen
n = 1, vagyis tekintsuk a fliggvény elséfokd Lagrange-féle interpolacios polinomjat. A Lagrange-féle inter-
polaciés polinom @-es képletét alkalmazva az a és b alappontokra a kdvetkez6t kapjuk:

z—>b r—a
b )
a—b+f( )b—a

Innen

[t ~ [ L@a= [ (f0iy s imi=t) «
f

— 8

- f@ (%2_1)1;) :+%(§—ax> '

_ j%(z’_;—bt%gmb)nf(_bi(;—ab—“;m?):
_ §<_a>b<_%2_§+ab)+bff’i(%2+;_ab>:

_ bia<%2+§—ab>(f(a)+f(b)>=

- 2(51_ 5 (02 =200 +0%) (@) + 1 (0)

= o @+ ) = T2 (@) + 1)
Jeloljik a h = b — a-val az a és b pontok tavolsagat. Akkor az
’ h
[ @~ G @ + o) @13)

képletet kis trapézformuldnak nevezzik. A kis trapézformulat akkor alkalmazzuk, ha az [a, b] integralasi in-

tervallum kicsi.

2
39. Példa. Szamitsa ki az fl In x dx integralt a kis trapézformula segitségével.



100 Numerikus moédszerek

Megoldas. Haaza =1, f(a) = f(1) =In1=0,b=2, f(b) =In2=0.6931ésh =b—a=2—-1=1

értékeket behelyettesitjik a kis trapézformulaba, megkapjuk az integral kozelit6 értékét:

2
/ Inzdz ~ g(f(a) + f(b) = %(0 +0.6931) = 0.34655.
1

|

Ha az integralasi intervallum nagy, a kis trapézformula nem eléggé pontos, igy ezt a képletet médosi-

tani kell. Osszuk fel az [a, b] integralasi intervallumot 1 egyenl§ részintervallumra az ¢, = a + kh, k =

b—a

0,1,2,...,n alappontok segitségével, ahol h = =, Ezeket az alappontokat ekvidisztans alappontok-

nak nevezzlk, mivel egyenl6 h tavolsagra vannak egymastol. Alkalmazzuk a kis trapézformulat a kapott

[xp_1, 2] k= 1,2, ..., nrészintervallumok mindegyikére:
b n Ty n h
[ @ = > [ s@en > Sif) + ) -
a k=1 YT 4 k=1
h

= §(f(930)+f(931)‘|‘f($1>‘|‘f<$2>+f<$2)+"‘+f($n71)+
+ flz,_) + fz,)) = g (f(zo) +2f(zy) + -+ 2f(z1) + f(z,)) -

Innen
b A n—1
JEC (f<x0> +23 fl) + f(%))- @.14)
a k=1
A -es képletet nagy trapézformuldnak vagy egyszerlen trapézformuldnak nevezzik.
40. Példa. Ossza hat egyenlé részre a [2, 5] intervallumot.

Megoldas. Szamitsuk ki az ekvidisztans alappontokataz z;, = a+kh, k= 0,1, ..., n képlet segitségével.
Mivel az adott intervallumot hat egyenld részintervallumra kell osztani, igy n = 6. Legyen x, = a = 2,

Tg=b=5ésh = b*T“ = % = 0.5. Az ekvidisztans alappontok a kovetkez§ tablazatban adottak:

k 0 1 2 3 4 5 6
T, | 20| 25]3.0]35|40]|45]|50

Akeresett részintervallumok felirhaték az ekvidisztéans alappontok segitségével: [x,—1, 2|,k = 1,2, ..., 6,

vagyis [2, 2.5], [2.5, 3], [3, 3.5], [3.5, 4], [4, 4.5] és [4.5, 5].
O

2
41. Példa. Szamitsa ki az fl In x dx kozelit6 értékét a trapézképlet segitségével Ugy, hogy az integralasi

intervallumot felosztja négy egyenl6 részre.

Megoldas. A feladat szerint n = 4 és [a,b] = [1,2],igy h = =2 = 1 = 0.25. Szamitsuk ki az
alappontokataz x;, = a + kh =1+ 0.25k, k = 1,2, ..., 4 képlet segitségével és a figgvényértékeket

ezekben a pontokban.
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k 0 1 2 3 4
x;, | 1.0000 | 1.2500 | 1.5000 | 1.7500 | 2.0000
f(z;,) | 0.0000 | 0.2231 | 0.4055 | 0.5596 | 0.6931

A -es trapézképlet segitségével kiszamithatjuk az integral kozelitd értékét:

2 0.25 3
nrxdr ~ — Ta) + 2 z.)+ f(z =
/ - (f( 0+ 23 1) + 11 4>>
= 0.125(0 + 2(0.2231 + 0.4055 + 0.5596) + 0.6931) = 0.3837.

u=Inx dv=dx

Az adott hatarozott integralt kiszamithatjuk analitikusan is. Szamitsuk ki az integral pontos értékét, és ha-
sonlitsuk dssze a kapott kdzelit6 értékkel.
du=% yp=x

xX

2 9 2
/Inxdx = :xlnx‘ —/ dr =
1 1 1
2

- 2In2—|n1—x‘ —92In2—1 = 0.3863.
1

Ha 6sszehasonlitjuk az integral kozelitd értékeit, amit a kis trapézformulaval, illetve a trapézformulaval ha-
taroztunk meg, megallapithatjuk, hogy a trapézformulaval kapott kozelitd érték pontosabb, mint a kis tra-

pézformulaval kapott kozelité érték.

4.5 A differencialegyenletek numerikus megoldasa

A kurzuson belul a Runge-Kutta (C. Runge (1856 - 1927), M.W. Kutta (1867 - 1944)) mddszercsaladot emlitjuk.

Ez a médszercsalad az

v = fty), ylty) =1 (4.15)

kezdetiérték probléma kozelité megoldasara szolgal a [to, T véges intervallumon. A Runge-Kutta médszer-
csalad valéjaban a kezdetiérték probléma kozelit§ megoldasat kiszamité numerikus modszerek csalad-
ja, melyen belll a médszerek féleg a pontossagban kiildnbdznek egymastél. Az emlitett médszercsalad a
diszkretizacion alapszik, vagyis az y(t;) kozelité megoldas értékeit adja meg a {ty, t1, ... t,,} pontokban.
Ezek a pontok a [t,, T'] intervallumba tartoznak, amelyen keressiik az eredményt. A {ty, ¢, ... t,, } ekvidisz-

tans pontok, vagyis t;, = to+kh, k = 0,1, 2, ..., n, ahol a két alappont kozétti tavolsag, vagyis a |épéskoz

_ Tt
h = —=.

Azy'(t) = f(t,y(t)) differencidlegyenletet integralva ¢ és t + h hatarok kozétt a kévetkez6 kifejezést
kapjuk:

t+h t+h
/ y/(s)ds = £(s,y(s)) ds
' ' t+h

y(t+h)—y(t) = f(s,y(s)) ds.
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Ha ezt az egyenletet elosztjuk h-val, a kdvetkez6t kapjuk:

t+h
RO =y = [ s (s

A-t’)s kezdetiérték probléma kozelit§ megoldasara szolgalé numerikus moédszerek 6tlete abbdl all, hogy
a fenti egyenléség jobb oldalan levé integralt numerikus médszerrel oldjuk meg. Jelélje f, (¢, y(t)) a fenti
egyenl8ség jobb oldali integraljanak kozelit§ megoldasara szolgalé numerikus médszer képletét. Akkor ér-
vényesaz + (y(t + h) — y(t)) ~ f,(t, y(t)) kifejezés. Legyen u(t) ah.15-6s kezdetiérték probléma y(t)
pontos megoldasanak kozelitése. Ebben az esetben + (u(t + h) — u(t)) = f, (¢, u(t)), vagyis a kévetke-

26 médszert kapjuk:

u(t+h) = u(t)+ hf,(t,u), (4.16)
u(ty) = Yo

A Runge-Kutta médszercsaladba tartozé modszerek legismertebbike az tn. klasszikus Runge-Kutta mod-
szer, melynek negyedrend( lokalis képlethibaja van, ezért ez a moédszer negyedrend(l. Az egyszer(iség ked-
véért vezessiik be az u; = u(t;), ¢ = 0,1,2,...,n jelélést. Akkor a klasszikus Runge-Kutta médszert a

kévetkezd képletekkel definidlhatjuk:

U = ui+€(k(1>+2k§)+2k§)+kfl)), (4.17)
u(t()) = yOa
ahol

kg“ = f(tia Ui>7
i h b
k;) = f(ti‘f’—»%"‘—kg)),

2 2
i h h
Ky = f<ti+§7ui+§ké))»

kY = f (b4 houy + e

42. Példa. Oldja megazy’ =y —t, y(0) = 1.5 kezdetiérték problémat a ¢ € [0, 1.5] intervallumon, ha

az intervallumot hat egyenld részre osztja.

Megoldas. Az adott kezdetiérték probléma helyett tekintsikazu” = u—t,ty = 0, uy = 1.5ésT =1t, =
1.5 approximaciot. A feladat szovegébdl kovetkezik, hogy n = 6. A-es képletek alapjan elkészithet6 a
@ tablazat, melyben megtaldlhatdk a kezdetiérték probléma megoldasanak kézelité értékei. Osszegezve a

kozelitd értékeket és slritve a tablazatot, a kdvetkezd attekinthet6bb tablazatot kapjuk:

1 0 1 2 3 4 5 6

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50
y; | 1.5000 | 1.8920 | 2.3243 | 2.8085 | 3.3591 | 3.9951 | 4.7408

A tablazat alapjan lerajzolhatjuk a kezdetiérték probléma megoldasanak approximacidjat:
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4.6 Feladatok a numerikus moédszerekbél
97. Feladat. Hatarozza meg az abszolut és relativ hibat, illetve az abszolut és relativ hibahatart, ha

a) ¥ = 1.5ésx = 1.48; b) y* =5ésy = 5.03.

Megoldas. Az abszoldt hibata A(z*) = |z — x*| képlet segitségével, még a relativ hibat a d(x*) =

képlettel hatarozzuk meg.

a) Azz* = 1.5 abszolit hibdja A(z*) = |1.48 — 1.5] = 0.02, a relativ hibaja pedig §(z*) = %92 =
0.0133 = 1.33%. Abszolt és relativ hibahatarnak tekinthetink minden olyan A, illetve 0. sza-
mot, melyre érvényes a A(z*) < A,. illetve a §(z*) < §,. egyenl6tlenség. Abszolat hibahatarnak

vegylk a A . = 0.02 szamot, még a relativ hibahatarnak s 9. = 0.014 szdmot vesszuk.

b) Az abszoltt hiba A(y*) = |5 — 5.03| = 0.03, a relativ hiba pedig 6(y*) = %22 = 0.006 = 0.6%.
Abszollt és relativ hibahatérnak vehetjuk a A, . = 0.03 illetve a 4. = 0.006 szémot.

98. Feladat. Adott az z* kozelit6 szam §,. = 1073 relativ hibahatéra. Hatarozza meg azt az intervallumot,

melyben az « pontos szam talalhato, ha
a) ¥ = 150; o) x* = 900;
b) x* = 1500; d) z* = 90.

Megoldas. A feladatban kért intervallumotaz x = a* + A,. ésax € [z" — A_.,z* + A,.] képletek

segitségével hatarozzuk meg. Az abszoldt hibahatart a ,. = Bgr képletbdl fejezzik ki. Innen A . =

||
5.’1’}* * ‘x*‘.

a) Ha behelyettesitjuk az * = 150-et a fenti képletekbe, megkapjuk a A,. = 150 - 1072 = 0.15
abszolut hatérértéket, innen pedig x € [150 — 0.15, 150 + 0.15] = [149.85, 150.15].

b) Mivel z* = 1500, innen A, = 1500 - 1072 = 1.5. A keresett intervallum pedig z € [1500 —
1.5,1500 + 1.5] = [1498.5, 1501.5].

0 Az x* = 900 kozelitd szam abszolut hibahatéra A,. = 900 - 1073 = 0.9. Innen z € [900 —
0.9,900 + 0.9] = [899.1, 900.9].
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d)

Az x* = 90 kdzelits szém abszoltt hibahatdra A . = 90-1073 = 0.09. Innen z € [90—0.09, 90+
0.09] = [89.91,90.09].

99. Feladat. Hatdrozza meg a kozelit6 szamok értékes pontos szamjegyeinek szamat, ha adott a kozelitd

szamok hibaja.

a)

b)

x* = 48361, 6(z*) = 1%; o y* =592.8 A(y*) =5-10"1

x* = 14.9360, 6 (z*) = 2%; d) y* = 25.386, A(y*) = 2- 1072

Megoldas. A kozelitd szam értékes pontos szamjegyeinek szaméta d(z*) < 0.5- 101" egyenlétlenségbdl

lehet meghatarozni. Az n jel6li az értékes pontos szamjegyek szamat.

a)

0)

d)

Mivel §(z*) = 1% = 0.01 = 0.1- 107! < 0.5-107! = 0.5-10*"", innen —1 = 1 — n, vagyis

n = 2. Tehat a 48361 szdamnak 2 értékes pontos szdmjegye van, mégpedig a 4 és a 8.

Ad(z*) =2%=0.02=0.2-1071 < 0.5-1071 = 0.5 - 101" egyenlétlenséghsla —1 = 1 —n
egyenléséget kapjuk, innen pedig n = 2. A 14.9360 szamnak két értékes pontos szdmjegye van: az
1ésad.

o

Szamitsuk ki a kdzelité szam relativ hibajat: 0(y*) = A“(jf'*) = % = 0.00084. Innen 6(y*) =
0.84-1072 < 0.5-1072 = 0.5 - 101 — n, vagyis —2 = 1 — n. A 592.8 szamnak tehat n = 3

értékes pontos szamjegye van, mégpedig az 5, 9 és 2.

A 25.386 kozelitd szam relativ hibahatara 6(y*) = A|;zf|) = 5513; = 0.0007878. Mivel érvényes

ad(y*) = 0.7878 - 1073 < 0.5- 1072 = 0.5 - 101" egyenltlenség, felirhatiuka —2 = 1 — n

egyenletet. Innen az értékes pontos szamjegyek szdma n = 3, mégpedig a 2, 5 és 3 szamjegyek.

100. Feladat. Hatdrozza mega z* = 1.3 és y* = 5 kozelité szdamok abszolut és relativ hibait, ha ismertek

azx = 1.35 ésy = 5.45 pontos szamok. Szamitsa ki a kdvetkezd fuggvények abszollt és relativ hibait:

a)

b)

f(z,y) = 4z + 5y; o f(z)=a%

Iy =y A f(z,y) =75

< =
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Megoldas. El&szor szamitsuk ki az adott kdzelits szamok abszoldt hibajat. Mivel A(z*) = |1.35 — 1.3| =
0.05 és A(y*) = [5.45 — 5| = 0.45, abszolit hibahatarnak vehetjik a A,. = 0.05és A . = 0.45

szamokat. A relativ hibahatart a kovetkez6 médon kapjuk meg: d,. = A‘; ‘) = 0.0385 illetve 0,. =
Aly") _

v
abszolut és relativ hibajat.

= 0.09. A kiszamitott abszolut és relativ hibahatérok segitségével kiszamithatjuk az adott figgvények

a) AAp ~ bjA,. + byA . képlet segitségével felbecstlhetjiik a fliggvény abszolut hibahatarat. A

. o * ok
€s b2 = ‘a—g(l‘ 'Y )

becslésben szerepl§ egyutthatdkat a b; = ‘%(x*, y*) képlet segitségével
szamithatjuk ki.

Mivel % = 4 és g—z’j = 5, innen b; = 4 és b, = 5. Afuggvény abszollt hibahatdra A, ~
4-0.05+5-0.45 = 2.45. Mivel f* = f(x*,y*) = 4a*+5y* = 4-1.3+5-5 = 25.2, afiiggvény

relativ hibahatara 5f* ~ 3543 = 0.0972.

b) Mivel az adott fuggvénynek egy fliggetlen valtozdja van, a figgvény hibahatarat a Af* S blAy*

)=

A figgvény abszolut hibahatdranak becslése Af* ~ —5 -0.45 =

becslés segitségével hatérozzuk meg, ahol by = | f/(y*)|.
innen pedig b; = | — 53| = 5.
0.018. Szamitsuk ki a figgvény kozelits értékét az y*-ban: f* = f(y*) = 5. Innen arelativ hibahatar

becslése 5f* 0.018 018 = 0.09.

¢) Mivel a fuggvény elsé derivaltja f'(x) = 2z, innen b; = f'(z*) = 2.6. A fliggvény abszolat
hibahataranak becslése Af* ~ byA,. = 2.6-0.05 = 0.13. A fuggvény kozelits értéke az x*-ban
f(x*) = 1.3% = 1.69. Innen a relativ hibahatar becslése 6 ;. ~ 913 — 0.0769.

d) Hatarozzuk meg el6sz6r a fuggvény elsérendd parcialis derivaltjait:

of 2u(z +y) — 2y 2y ‘6]‘ 2. 52

of _ _ . S 12
T ety @rpr Tl T aa e T
of 2z(x +y) — 2zy 222 ’8]‘ 2-1.32

_Y — — N = * -~ — U. 2
oy (x +y)? (x +y)? = b Oy( S| = (1.3+5)? 0085

Innen a fiiggvény abszolut hibahataranak becslése A . ~ by A . +b,A . = 1.2598-0.05+0.0852-

0.45 = 0.1013. A flggvény kozelits értéke az (x*, y*) pontban f(x*,y*) = % = 2.0635. Ezt

felhasznalva megkapjuk a fuggvény relativ hibahataranak becslését: (5f* 0:1013 = 0.0491.
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2
101. Feladat. Hatarozza meg az x* kozelité szam ésazy = cos z-e'0%” fiiggvény abszolut és relativ hibajat,

haz =2+107°.
Megoldas. Mivel z = 2 4+ 1075, 2* = 2és A . = 107 5 |ﬁ = 076 = 0.0000005 = 5 - 1077,
A fiiggvény derivaltja y’ = —sinx - el0e? + 20z cos ze'%%”, Mivel a fuggveny derivaltjaban megjelenik

egy trigonometrikus fliggvény, a b; egyutthaté kiszamitasanal a szamol6gép segitségével vigyazni kell a
mértékegységre. Ha nincs kihangsulyozva, a trigonometrikus fliggvények argumentuma mindig radianban
van megadva. Az egyiitthaté értéke tehdt b, = y/(z*) = | —sin2 - €02’ 4 20 . 2cosze!0?’| =
4.1322-10'8, innen pedig A . &~ by A = 4.1322- 10" - 1070 = 4.1322 - 10"2. Mivel f* = f(z*) =

—9.7955 - 10'9, a fuggvény relativ hibahatdra & ;. ~ &:132210.5 — 0,0237 = 2.37%.

102. Feladat. Milyen pontossaggal kell megmérni a csonkaklp bazisainak sugarat és alkotdjat, illetve hany
tizedes szdmjeggyel kell venni a 7 &llandét, hogy a csonkakup palastjanak teriletét 1%-os pontossaggal
szamithassuk ki. Az alkoté kozelit6 értéke s &~ 5m, mig a bazisok sugarainak kozelité értéke R ~ 2m és

r &~ 1 m. A csonkakup palastjanak teriiletét a P = ms(R + r) képlet segitségével szamitjuk ki.

Megoldas. A feladatot az egyenl6 hozzajarulasok elvével oldjuk meg. Ennél az elvnél feltételezziik, hogy
b,A,. = L= 1,2,...,n. Az elv szintén feltételezi, hogy az abszolut hibahatar kisebb az adott £

hibanal, vagyis Am; < ani’ 1=1,2,...,n

A feladatbdl a kovetkezé adatokat hasznaljuk fel: s* = 5m, R* = 2mése = 6p. = 1% = 1+

100
Szamoljuk ki a a palast teriletének kozelits értékét: P* = m*s*(R* +1*) = 7" - 5(2 4+ 1) = 157*. A

by, by, bs és b, egyltthatokat a P fliggvény elsérend parcidlis derivaltjai segitségével hatarozzuk meg.

oP or

o = S(RET = b= | (s R = 15

oP or )| = 3

5 = 7(R+r); = by= P — (7, s*, R*,r*)| = 37;

5E = E_ﬂ's, = aR(ﬂ' s*, R*,r*) —’§<W>5>R7T> = om".

Az egyenl8 hozzajarulasok elve szerint
AP* — blAﬂ'* + b2AS* + b3AR* + b4A7‘*7

és mivel ismert a relativ hibahatar, a fenti egyenl8séget elosztjuk | P*| = 157*-vel.

— A+ AL+ ——Ap + —A,.
[P | P¥| IP*I [P IP*I
15 3r* Srr* 5rr*

= A+ AL+ AL A =
T T R Tt S ot

A, A, Ap  Ar
e TR O

T S

m* 5 3 3




108 Numerikus moédszerek

Mivel az egyenl6 hozzajarulasok elve szerint érvényesek a

dp- by b b, b,
- = WAﬂ* = WAS* = WAR* = WAW
egyenldségek, kiszamithatjuk, hogy
A Ay Ape  Arr 1
* ) 3 3 400
Innen:
© 0 = ﬁ =0.0025 = 0.25- 1072 < 0.5 - 101 — n, vagyis az értékes pontos szamjegyek szamat

a —2 = 1 — n egyenletbdl hatdrozhatjuk meg. Az egyenletb8l n = 3, vagyis a 7 allandét harom

tizedes szamjeggyel kell venni: 7% = 3.14.

. A% = 4—50-bél kovetkezik, hogy A,. = & = % = 0.0125, vagyis az alkot6 hosszat 0.0125 m =

1.25 ¢m pontossaggal kell megmérni.

« A % = % = ﬁ-bc’)l Ap. =Ar* = 43—0 = 0.0075. Innen kovetezik, hogy az R és r sugarakat

0.0075m = 0.75 cm = 7.5 mm pontossaggal kell megmérni.

103. Feladat. Hatarozza meg a tablazattal megadott figgvények Lagrange-féle interpolaciés polinomjat.

z, |-110|3]5 r, 01|23 4
a) )
y |1 1-1]5]2 y, | 1]4|15]| 40 | 85
0 | 201 2| 4 KR 01 |05 | 1.2
Y | 25| -8 | -15] -23 Y. | 1.25 | 0.15 | -1.20

Megoldas. Ha a képletbe behelyettesitjik az adott alappontokat, megkapjuk a keresett polinomot.

a) Mivel az adott fliggvénynek négy alappontja van, a Lagrange-féle interpolaciés polinom harmadfoku

lesz.
(z — ) (2 — x5)(z — 23) (z — ) (@ — x5) (T — 23)
L(z) 7o (zg — 1) (@g — o) (29 — 3) o (x1 — mo) (@ — @) (21 — T3) "
t oy (z — ) (@ — 2y) (T — 23) (x — o) (@ —2y) (T — 25) _
g (29 — mo) (g — ) (T2 — 23) ’ (x5 — xo) (w3 — ) (T3 — 2)
o (@ —3)(x—5) - (@+1)(z—-3)(x—5)
—1(=1-=3)(=1-5) 1-(=3)(=5)
(x+ Dx(x—5) (x 4+ 1)z(z —3)
* 5'(3+1)-3-(3—5)+2'(5+1)-5-(5—3)_
17 5 47

60 + 30 20
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b) Mivel ennek afliggvénynekis négy alappontja van, a Lagrange-féle interpolacios polinom harmadfoku

lesz. A polinomot megkapjuk az el6bbi feladatban hasznalt képlet segitségével.

B (z—1)(z — 2)(z — 4) (z +2)(z —2)(z —4)
L) = B oy - Yaroi-2i-1)
(z+2)@—D@—4)  (@+)@-1)(z-2)
(2+2)(2—1)(2—4) (4+2)(4—1)(4—2)

= z2—-10z + 1.

— 15

c) Afeladatban 6talappontadott, igy a Lagrange-féle polinom negyedfoku lesz. A polinomot a kdvetkez8

képlet segitségével hatarozzuk meg:

x) = (z — 1) (7 — xy)(x — 23)( — 2y)
B = Gy ) g — wa) (o — )7 — )
(2 — o) (& — ) (x — ) (z — 1)
o (T — @) (21 — o) (2 — 33) (21 — Ty) '

z(x —2)(z—3)(x—4)
T S TF Ty
x z(x—1)(z —2)(x —4)
=1 B o BB 1)

=3+ 224+ x4+ 1.

d) Aflggvénynek harom alappontja van, igy a keresett interpolaciés poinom masodfoku lesz.

_ (z — ) (7 — 25) (x — ) (7 — 25) (z — ) (v — 29)
Lan) = 0(% z1) (g — T5) ! (z1 — o) (7 — T2) 2($2 —z) (T3 — 79)

_ 195 (2205

)z —1.2) (x—0.1)(x —1.2)
(0.1 —0.5)(0. 1 —1.2) 015G 5 0.1)(0.5—1.2)
(x —0.1)(z —0.5)
(

— 1.2
(12-0.1) 12—05)

= 0.74x2 — 3.192 + 1.56.

104. Feladat. Hatarozza meg a log,, x fuggvény interpolaciés polinomjat, ha adottak az 1, 2, 4, és 8 alap-

pontok. A kapott polinom segitségével szamitsa ki a log,, 3 és log,, 10 kozelité értékeét.
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Megoldas. ElGszOr szamitsuk ki a fuggvény értékét az alappontokban. A szamitast a log,, 20 = b képlet

segitségével végezhetjik el. A szamitasi eredmények a kovetkez8 tablazatban lathatok:

Ty, 112|418

Yp =logyxp | 0123

Mivel négy alappontunk van, a figgvény Lagrange-féle interpolaciés polinomja harmadfoku lesz.

(z —2) (2 — 25) (2 — 73) (z —xp)(x — 75) (T — 73)

La(®) = o (g — 21) (29 — o) (T — T3) T (z1 —2) (21 — T9) (21 — 73) *
(z —zp)(x — 7)) (T — 73) (z —x)(x — 7)) (T — T5)

" 2(952_93())(952 —xp)(wy — x3) T T3 — x) (T3 — 7 ) (T3 — Ty) B

_ O(x—Q)(x—él)(x—S) (:E—l)(:v—4)(x—8)+
(1-2)1-4)(1-8)  (2-1)(2-4((2-38)
(r—1)(z—2)(x —8) (x—1)(z—2)(x—4)

AT ==y CEonE-2=-1)

I S P 31

= 5% Tt it o

A log, 3 értékét megkapjuk, ha a kapott interpolaciés polinomba behelyettesitjik a figgvény argumentu-
mat:
logy, 3 ~ L3(3) = 1.62.

Ha dsszehasonlitjuk a kapott kozelitd értéket a logaritmuslog, 3 = 1.59 pontos értékével, megéllapithatjuk,
hogy a meghatarozott interpolaciés polinom j6l approximalja az adott logaritmus fliggvényt.

Hasonlé médon hatérozzuk meg a log,, 10 kozelit6 értékét:
log, 10 ~ L3(10) = 6.19.

Ha a kapott kozelit6 értéket 6sszehasonlitjuk a logaritmus log,, 10 = 3.32 pontos értékével, megallapithat-
juk, hogy a Lagrange-féle interpolaci6s polinom az adott fliggvényt csak az [1, 8] intervallumban approximal-
ja jol. Ebbe az intervallumba tartoznak az adott alappontok. Ha az alappontokat tartalmazé intervallumon
kival szeretnénk meghatarozni a fuggvény értékeit, ezt az extrapolacio segitségével tehetjik meg. Az extra-

polacié altal kapott eredmények gyakran tévesek lehetnek, ezért bizonyos fentartassal kell 8ket fogadni.

105. Feladat. Hatarozza meg az y|z, Ty, T, T3, T4, T5] Osztott differenciat, ha adottak a kévetkezé pon-
tok:

r, |11 2|34 |5]|6
Y [3]10[15 12|95

Megoldas. A keresett osztott differenciat tablazat segitségével hadrozzuk meg. Az osztott differencia kisza-
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mitasahoz a kdvetkezd képleteket alkalmazzuk:

y[%] = Y
y[%ﬂ] — ylz,]
?J[%‘axi ] = ;
i Tip1 — &y
YT Ty Tyg] = YT, g - Tii] — Y@ Tigqs - ka,l], i=0,1.2,.. ..
Litk — L4
Yo =3

Yy =10  ylrg, 2] =7
Yo =15 ylry,x25] =5 ylzy, v, 75 = —1

y3 == 12 y[m2,$3] - _3 y[$17$2;x3] = _4 y[x(]? oo 7333] = _1

y4 = 9 y[$3,1’4] = _3 y[l’2,$3,$4] = 0 y[xla ,1'4] - % y['r07 7'274] = 1_72
Ys =5 ylrg sl =—4 ylrg, zy, 7] = _% Yoy, ... 5] = —% yloy, ... x5] = _%
A tablazatbdl kiszamithatjuk a keresett osztott differenciat:
3 7
ylzy, 2oy T, Ty, T5] — yY[wg, Ty, 29 75y . —5 — 15 23
Y[To, Tq, Toy Ty, Ty, T5| = — 71;5_% —— = 5_112: 120

106. Feladat. Hatdrozza meg a [103. Feladat-ban felsorolt tablazattal adott figgvények Newton-féle inter-

polaciés polinomjat.

Megoldas. A Newton-féle interpolacids polinomot az osztott differenciak segitségével hatarozzuk meg. Az

osztott differencidkat a fenti képletek segitségével szamitjuk ki és tablazatban tuntetjik fel 6ket.

a) Az osztott differencidk tablazata:

Lox; Yy y[xzepxz’] y[xi727xi717$i] y[%737%72a$i717xi]

0 -1 1
1T 0 A -2
2 3 5 2 1
3 7 17
3 5 2 -3 ~10 ~60

Az interpolacids polinomot felirhatjuk a tablazat atlés elemeinek segitségével.
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N3(1U):1—2(x+1)+(x+1)x_1_7

17

A7

r+Da(z—3)=——23 4+ —22 — —z —1.
60( Ja( ) 60 30 20
o
b) A feladatot hasonlé médon oldjuk meg, mint az el6z8 feladatot. Az osztott differenciak tablazata:
iz Y Y] g, mg ] ylr s g, g, 3]
0 -2 25
1 1 -8 -11
2 -15 -7 1
3 4 -23 -4 1
Innen a Newton-féle interpolaciés polinom:
Ny(z)=25—11(z +2) + (x + 2)(x — 1) = 22 — 102 + 1.
o

c) Mivel a feladatban 6t alappont adott, a Newton-féle interpolacios polinom negyedfoku lesz. Az osztott

differencidk tablazata felirhat6 a kovetkez6 médon:

LTy, y[xiflﬂ mz] y[xzeQa Li1s xz] y[xzéSv Ti_9,T; 1, mz] 9[957;47 Ti3,Ti—2,Li 1, 357,]
0O O 1
1 1 4 3
2 2 15 11 4
40 25 7 1
4 4 85 45 10 1 0

Mivel a tablazatban az utolsé egyutthatd 0, az interpolaciés polinom harmadfoku, nem negyedfoku

lesz.

Nyz)=14+3x+4z(zx—1)+z(xz—1)(z—2) =23+ 22 + 2+ 1.

d) Azinterpoldacids polinom masodfoku lesz. Az osztott differencidkat a kdvetkez8 tablazatban tintettik

fel:
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oo, v oyl m] ylr o, m g, 1)

0 0.1 1.25
1 05 0.5 -2.75
2 12 1.2 -1.93 0.75

Innen a Newton-féle interpolacios polinom:
No(x) =1.25 —2.75(x — 0.1) + 0.75(x — 0.1)(z — 0.5) = 0.7522% — 3.19z + 1.56.

Ha 6sszehasonlitjuk a kapott Newton-féle interpolacios polinomokat a Lagrange-féle interpolacios

polinomokkal a [103. Feladat-ban, bebizonyosodhatunk arrél, hogy egyformak, vagyis csak az inter-
polacios polinom meghatarozadsanak modszerében kulonboznek.

107. Feladat. Becsiilje fel az adott egyenletek gydkeit a lokalizaciés mdédszer segitségével, majd a felezési

maodszerrel oldja meg 6ket € = 0.01 pontossaggal.
a) 3 —zx+1=0; o x*+052—155=0;
b) 3 —4x —1=0; d) 23 —2x—5=0.

Megoldas. A lokalizaciés modszer segitségével meghatarozhatjuk azt az intervallumot, amelybe beletartoz-
nak az egyenlet gyokei. A behatarolasi médszer alapotlete azon a lemman alapszik, amely kimondja, hogy
ha érvényes f(a)f(b) < 0, akkor az (a, b) intervallumon a fliggvény el8jelet valt, vagyis legalabb egy zé-
rushelye van. A felezési mddszer is ezen a lemman alapszik. A felbecsult kezdd intervallumot elfelezzik,
és az Ujonnan kapott két intervallum kozil azt tekintjuk tovabb, amelyben a fliggvény el8jelet valt, vagyis

teljesil az el6bb emlitett lemma. Az € pontossagot a k-dik iteracidéban érjik el, ahol k& > log, b_T“.

3

a) Legyen f(x) = x° — x + 1. Tételezziik fel, hogy a fliggvény zérushelye az z = —1.5 kérnyezetében

taldlhaté. Alkalmazzuk a behatarolasi médszert a fiUggvényre az x = —1.5 pont kdrnyezetében.

r |16 |-15 |[-14 |13 |-1.2
f(x) | -1.496 | -0.875 | -0.344 | 0.103 | 3.928

Mivel f(—1.4)f(—1.3) < 0, a fiiggvény zérushelye a (—1.4, —1.3) intervallumban talalhaté. Sza-

mitsuk ki, hany iteraciora lesz sziikséguink a kivant pontossag eléréséhez.

0.01 %9 g1 ~ 09210 =332,

vagyis, a szlikséges iteraciok szama k = 4.

A felezési mddszer altal kapott eredményeket a kdvetkez§ tablazatba foglaljuk 6ssze.



114 Numerikus médszerek
ko ooy by z, | fxy) | flag)f(zy)
0 | -1.4000 | -1.3000 | -1.3500 | -0.1104 +
1] -1.3500 | -1.3000 | -1.3250 | -0.0012 +
2 | -1.3250 | -1.3000 | -1.3125 | 0.0515 -
3| -1.3250 | -1.3125 | -1.3188 | 0.0253 -
4 | -1.3250 | -1.3188 | -1.3219 | 0.0121 -
Innen az egyenlet kdzelité megoldasa z, = —1.3219. Mivel a zérushely pontossdga e = 0.01, igy a
megoldast elég két tizedes szamjegyig tekinteni, vagyis x ~ —1.32.
o
b) Legyen f(z) = 2% — 4z — 1. Mivel f(—2) = —1, f(—1) = 2 és f(1) = —4, a zérushelyek

behatdrolasat ezen pontok kérnyezetében végezzik el. A behatarolas l1épéskoze 0.5 lesz.

T -20 | -1.5 -1.0 | -0.5 0.0 | 0.5 1.0 1.5 2.0 | 25
f(x) | -1.0]| 1.625 | 2.0 | 0.875 | -1.0 | -2.875 | -4.0 | -3.625 | -1.0 | 4.625

A tablazatbdl lathatjuk, hogy a fiiggvény haromszor valt el8jelet, vagyis harom zérushelye van. Ezek
a zérushelyek az x; € (—2,—1.5), x5 € (—0.5,0) és x5 € (2,2.5) intervallumokban talalhatok.
Mivel harom zérushelytnk van, haromszor fogjuk alkalmazni a felezési médszert a lokalizacié altal
meghatarozott intervallumokra. Hatarozzuk meg az adott pontossag eléréséhez sziikséges iteraciok
szamat.

b—a —1.5—(—-2)

5
k > log, — = log = log, 50 = 5.64,

27001 92001
vagyis k = 6. Mivel mindegyik intervallum hossza b — a = 0.5, mindegyik intervallumra elég lesz

hat iteraciot kiszamitani az adott pontossag eléréséhez.

* Hatarozzuk meg el8szér az z; € (—2,—1.5) intervallumba tartozé zérushelyet.

k A by, Ly, f(xy) | flag) f(zy)
0 | -2.0000 | -1.5000 | -1.7500 | 0.6406 -
-2.0000 | -1.7500 | -1.8750 | -0.0918 +

—_

2 | -1.8750 | -1.7500 | -1.8125 | 0.2956 -
3 |-1.8750 | -1.8125 | -1.8438 | 0.1073 -
4 | -1.8750 | -1.8438 | -1.8594 | 0.0090 -
5] -1.8750 | -1.8594 | -1.8672 | -0.0411 +
6 | -1.8672 | -1.8594 | -1.8633 | -0.0160 +

Innen z; ~ —1.86.

+ Alkalmazzuk a felezési modszert a (—0.5, 0) intervallumra.
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kl  ay by, x| fxy) | flag)f(xy)
0 | -0.5000 | 0.0000 | -0.2500 | -0.0156 -
1 | -0.5000 | -0.2500 | -0.3750 | 0.4473 +
2 | -0.3750 | -0.2500 | -0.3125 | 0.2195 +
3 | -0.3125 | -0.2500 | -0.2812 | 0.1028 +
4 | -0.2812 | -0.2500 | -0.2656 | 0.0438 +
5 ] -0.2656 | -0.2500 | -0.2578 | 0.0141 +
6 | -0.2578 | -0.2500 | -0.2539 | -0.0007 -

Az egyenlet egyik megoldasanak kozelit6 értéke x, ~ —0.25.

+ A(2,2.5) intervallumra alkalmazzuk a felezési modszert a kovetkezd tablazatban.

k| a by, xy, f(xy) | flap)f(xy)
0 | 2.0000 | 2.5000 | 2.2500 1.3906 -
1 | 2.0000 | 2.2500 | 2.1250 | 0.0957 -

2 | 2.0000 | 2.1250 | 2.0625 | -0.4763 +
3 | 2.0625 | 2.1250 | 2.0938 | -0.1964 +
4 | 2.0938 | 2.1250 | 2.1094 | -0.0519 +
5121094 | 2.1250 | 2.1172 | 0.0215 -
6 | 2.1094 | 2.1172 | 2.1133 | -0.0153 +

A tablazatbdl latszik, hogy az egyenlet megoldasénak kozelitd értéke x5 ~ 2.11.

c) Legyen f(z) = 2*+0.5x —1.55. Afliggvény zérushelyeinek behatarolasat a kovetkezd tablazatban

szemléltetjuk.

x |20 |-15 |10 [-05 | 00 | 05 | 1.0 |15 | 20
f(z) | 13.45 | 2.76 | -1.05 | -1.74 | -1.55 | -1.24 | -0.05 | 4.26 | 15.45

A tablazatbdl latszik, hogy a fuggvény kétszer valt eléjelet, mégpedig a (—1.5, —1) és (1, 1.5) inter-
vallumokon. Ebbél kdvetkezik, hogy az egyenlet gydkei is ezekben az intervallumokban talalhatok. Az

adott pontossag eléréséhez szikséges iteraciok szama

—1—(=1.5 )
# = log,, 50 = 5.64,

b—a .
hi2logy == =00 G0 =%

vagyis k = 6.

« Tekintsik a elészér a (—1.5, —1) intervallumot. Alkalmazzuk a felezési mddszert erre az inter-

vallumra.
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kl  ay by, rp | flzg) | flag) f(zy)
0 | -1.5000 | -1.0000 | -1.2500 | 0.2664 +
-1.2500 | -1.0000 | -1.1250 | -0.5107 -
-1.2500 | -1.1250 | -1.1875 | -0.1552 -
-1.2500 | -1.1875 | -1.2188 | 0.0469 +
-1.2188 | -1.1875 | -1.2031 | -0.0563 -
-1.2188 | -1.2031 | -1.2110 | -0.0052 -
-1.2188 | -1.2110 | -1.2149 | 0.0207 +

—_

ol || wWIN

A tablazatbol latszik, hogy az egyenlet gyokének kozelitd értéke z; ~ —1.21.

+ Az egyenlet masodik gyékének meghatarozasahoz a felezési médszert alkalmazzuk az (1,1.5)

intervallumon.

k| a by, x| flxy) | flag) f(zy)
0 | 1.0000 | 1.5000 | 1.2500 | 1.5164 -
1 ] 1.0000 | 1.2500 | 1.1250 | 0.6143 -
1.0000 | 1.1250 | 1.0625 | 0.2557 -
1.0000 | 1.0625 | 1.0313 | 0.0966 -
1.0000 | 1.0313 | 1.0156 | 0.0218 -
1.0000 | 1.0156 | 1.0078 | -0.0145 +
1.0078 | 1.0156 | 1.0117 | 0.0036 -

| h~|lW N

Innen z, ~ 1.01.

d) Tekintsikaz f(x) = 23 — 22 — 5 figgvényt. A fliggvény zérushelyeinek lokalizalasahoz alkalmazzuk

a behatarolasi médszert az (1, 3) intervallumon 0.5 Iépéskozzel.

x 1.0 1.5 20 |25 3.0
f(x) | -6.000 | -4.625 | -1.000 | 5.625 | 16.000

Atablazatbol lathatjuk, hogy az egyenlet gydke a (2, 2.5) intervallumban talalhatd. A felezési modszer
iteracidinak szamat a kovetkezé modon szamitjuk ki:

b—a 25—2

5
k > log, — = log, = log, 50 = 5.64,

0.
- T b
001 %2001

vagyis k = 6. A felezési modszert alkamazva erre az intervallumra megkapjuk az egyenlet gyokének

kozelitd értékét.
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k| a by, x| f(xy) | flag)f(xy)
0 | 2.0000 | 2.5000 | 2.2500 | 1.8906 -
1 | 2.0000 | 2.2500 | 2.1250 | 0.3457 -
2.0000 | 2.1250 | 2.0625 | -0.3513 +
2.0625 | 2.1250 | 2.0938 | -0.0089 +
2.0938 | 2.1250 | 2.1094 | 0.1668 -
2.0938 | 2.1094 | 2.1016 | 0.0786 -
2.0938 | 2.1016 | 2.0977 | 0.0347 -

Al r~rlwW N

A tablazatbol 1athatjuk, hogy a gyok kozelitd értéke x ~ 2.09.

108. Feladat. Grafikus modszerrel lokalizalja az egyenletek gyokeit, majd Newton-mddszerrel oldja meg

6ket. A megallasi feltétel legyen ¢ = 1072,
a) 3 —2x—5=0; c) 2% = 4x;

b) 21‘+|n$—4:0; d) |og$:1

>
Megoldas. Mivel az adott figgvények bonyolultak, nehéz 6ket lerajzolni. Ez miatt két egyszer(ibb figgvény
alakjaban irjuk fel 8ket. Az igy kapott két fliggvény metszete lesz az eredeti fliggvény zérushelye. Mivel a
figgvények grafikus abraja legtobbszér nem elég pontos, igy a két figgvény metszetét a fliggvény zérushe-
lyének kezdeti, vagyis lokalizalt értékeként kezeljuk. Az igy kapott kézelitést hasznaljuk a Newton-médszer
kezdeti approximacitjaként. A Newton-modszer megallasi feltétele az |z, — x;,_,| < € egyenlétlenséggel
adott, ami azt jelenti, hogy a pillanatnyi és az el6z6 iteracidban kapott gyok-approximacio kulénbségének

kisebb kell lennie 0.01-nél. A Newton-modszer iteraciéja az . = ;, — $12:: képlettel adott.

Al.d abran az adott fiilggvények &brai lathatok.

a) Legyen f(z) = o3 —2x—5. Afiiggvény els6 derivaltja f'(x) = 3x? —2. frjuk fel az f () fiiggvényt
h(x) = 23 ésg(x) = 2x+5 segitségével. Ezeket a fiiggvényeket konnyen lerajzolhatjuk, a 4.9 4bran
lathatjuk 6ket. A grafikonrdl leolvashatjuk, hogy az egyenlet gydke az (1, 2.5) intervallumban talal-
haté. Vegyik az intervallumba tartozé x, = 1 pontot a Newton-médszer kezd6 approximéacidjaként.

A Newton-modszer altal kapott eredmények a kdvetkez§ tablazatban lathaték.

k L, f(xy) f'(zy) Tp1 | |Tpi1 — 2
0 | 1.0000 -6.0000 1.0000 | 7.0000 | 6.0000
1 | 7.0000 | 324.0000 | 145.0000 | 4.7655 | 2.2345
4.7655 93.6950 66.1300 | 3.3487 | 1.4100
3.3487 25.8540 31.6410 | 2.5316 | 0.9000
2.5316 6.1618 17.2270 | 2.1739 | 0.4000
2.1739 0.9259 12.1780 | 2.0979 | 0.0080
2.0979 0.0373 11.2030 | 2.0946 | 0.0033

|| bW N
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a)
h(x)
10 8 6 / 4 6 8 10 x
l g(x)
C)
h(x)
e R

4.9. 3bra: Az egyenlet gy6kének lokalizaciéja grafikus moédszerrel

Mivel |z, — z4| = 0.0033 < 0.01, a megallasi feltétel teljesul, igy az egyenlet gyokének kozelits

értéke x ~ 2.09.

b) Legyen f(z) = 2x + Inx — 4. A figgvény derivéltia f'(x) = 2 + % frjuk fel az f(z) fuggvényt
h(x) = Inxés g(x) = —2x + 4 fuggvények segitségével. A fliggvények grafikonjardl leolvashatjuk,
hogy a metszetiik az (1, 3) intervallumba esik. A Newton-médszer kezd6 approximacitjaként vegyiik

az ry = 1 pontot. A Newton-mdédszer alkalmazasaval a kvetkezd tablazatot kapjuk.

k| x| flop) | Fg) | 2 | [ —
0 | 1.0000 | -2.0000 | 1.0000 | 1.6667 | 0.6667
11 1.6667 | -0.1558 | 2.6000 | 1.7266 | 0.0599
2 | 1.7266 | -0.0006 | 2.5792 | 1.7269 | 0.0002

Mivel |z3 — x5 = 0.0002 < 0.01, a megallasi feltétel teljesil, igy a masodik iteracié utan megall-

hatunk. Az egyenlet gyokének kozelits értéke x ~ 1.73.

) Jeldlje f(x) = 2% — 4z azt figgvényt, melynek a zérushelyeit keressiik. A fuggvény derivéltja
f'(x) = 2%In2 — 4. frjuk fel az f(x) figgvényt a h(xz) = 2% és a g(x) = 4 fuggvényekkel. A
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fliggvények grafikonjait tekintve lathatjuk, hogy az eredeti fliggvény zérushelye a (0, 1) intervallum-
ban talalhaté. A Newton-modszer kezd8 approximacidjaként valaszthatjuk az intervallum tetszéleges

pontjat, pl. z, = 0. Ezzel a kezd6ponttal a Newton-médszer a kdvetkez6 eredményeket adja.

kx| flag) | f(xp) | 2y | [T — 74
0 | 0.0000 | 1.0000 | -3.3069 | 0.3024 | 0.3024
1 | 0.3024 | 0.0236 | -3.1452 | 0.3099 | 0.0070

Mivel a megallasifeltétel teljesil, a Newton-mdédszer mar az elsé iteraciéban megall. Az adott egyenlet

gyoke x ~ 0.31.

<&

Jeldlje f(x) = logx — % azt a figgvényt, melynek a zérushelyeit keressik. A fuggvény derivaltja
1
X

filx) ==+ x_12 Az f(x) fuggvényt felirhatjuk a h(z) = logx ésa g(z) = % figgvények se-
gitségével. A fliggvények grafikonjairdl lathatd, hogy a két fiiggvény metszete az (1, 3) intervallum-

ban talalhatd. A Newton-moédszer kezd6pontjanak egy pontot valasztunk az el6bbi intervallumbdl, pl.

Ty = 1. Akkor a kovetkez6 tablazatot kapjuk.

k Ly, fl@p) | () | Ty | [Than — 2]
0 | 1.0000 | -1.0000 | 2.0000 | 1.5000 | 0.5000
1 | 1.5000 | -0.4906 | 1.1111 | 1.9415 | 0.4415
1.9415 | -0.2269 | 0.7804 | 2.2323 | 0.2908
2.2323 | -0.0992 | 0.6486 | 2.3853 | 0.1529
2.3853 | -0.0417 | 0.5950 | 2.4554 | 0.0701
2.4554 | -0.0172 | 0.5731 | 2.4853 | 0.0299
2.4853 | -0.0069 | 0.5643 | 2.4977 | 0.0124
2.4977 | -0.0028 | 0.5607 | 2.5027 | 0.0050

N | oo | b~ W (N

Mivel a megallasi feltétel teljesil, az adott egyenlet gyokének kozelitd értéke x ~ 2.50.

109. Feladat. Grafikus médszerrel lokalizalja az egyenletek gydkeit, majd a szelémaodszer segitségével oldja

meg 6ket. A megallasi feltétel ¢ = 0.01.

a) 3 —5x+0.1=0; o xnex—14 =0;

b) 4x = cosz; d) 4z — 7sinx = 0.

Megoldas. Az egyenletek gyokeinek grafikus modszerrel valé lokalizacidja ugyanugy toérténik, mint az el8-

z8 feladatnal. A fuggvények grafikonjai a abran lathatok. A szel6mddszer megallasi feltétele ugyan-

az, mint a Newton-modszernél. Ahhoz, hogy a szel6mddszer elérje a megfelel pontossagot, az |z, —

z,_1| < € egyenlétlenségnek teljesiinie kell. Ez a modszer egy sorozatot hoz létre az x| = x), —
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4.10. abra: Lokalizacija reSenja jednacina grafickom metodom

%ﬂxk), k = 1,2, ... képlet seqgitségével. Az igy kapott sorozat az adott egyenlet gydke fe-
|é konvergdl. A el6bbi képletbdl latszik, hogy a sorozat kdvetkezd tagjanak kiszamitdsahoz felhasznaljuk a

sorozat el8z§ két tagjat.

a) Legyen f(x) = 23 —5x +0.1 a fuggvény, melynek a zérushelyeit keressiik és bontsuk fel ezt a fiigg-
vény két egyszerlibb fliggvenyre, amelyeket konnyen le tudunk rajzolni. Legyenek ezek a figgvények
h(x) = 23 és g(x) = 5x — 0.1. A fuggvények grafikonja a abran lathaté. Eszrevehetjiik, hogy
a két fuggvény grafikonja harom pontban metszi egymast, vagyis az adott egyenletnek harom valés
gyoke lesz. Az elsé metszet a (—5, —1.5) intervallumban, a masodik a (—0.5, 0.5) intervallumban
és a harmadik az (1.5, 5) intervallumban talalhaté. Mivel a szeldmddszer két kezdépontot kdvetel, mi
az intervallum bal és jobb szélét vesszik kezdd approximacioként. Az egyenlet gyokeit kulon-kalon

hatarozzuk meg a szel6médszert alkalmazva.

« Jeldlje x, az egyenlet gydkét, amely a (—5, —1.5) intervallumban talalhat6. Kezd8 approxima-
ciénak vegyik a z; = —5 és x; = —1.5 pontokat. A szel6moédszer dltal kapott eredményeket

a kovetkez8 tablazatban foglaltuk 6ssze.
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k| o o, | f@pa) | flg) | o | |2 — 2|
1 | -5.0000 | -1.5000 | -99.9000 4.2250 | -1.6420 | 3.5000
2 | -1.5000 | -1.6420 4.2250 3.8828 | -3.2537 | 0.1420
3| -1.6420 | -3.2537 3.8828 | -18.0760 | -1.9270 | 1.6116
4 | -3.2537 | -1.9270 | -18.0760 2.5795 | -2.0927 | 1.3267
5 -1.9270 | -2.0927 2.5795 1.3990 | -2.2890 | 0.1657
6 | -2.0927 | -2.2890 1.3990 -0.4484 | -2.2414 | 0.1964
7 | -2.2890 | -2.2414 | -0.4484 0.0469 | -2.2459 | 0.0477
Mivel |[xg — 7| = | — 2.2459 — (—2.2414)| = 0.0045, a megallasi feltétel teljesil, igy a

szelémddszer megéllhat. Az egyenlet els6 gyokének kozelitd értéke x; ~ —2.25.

« Jelélje x, az egyenlet masodik gyokét, amely a (—0.5, 0.5) intervallumban van. A szel6mad-

szert a kovetkez6 tablazatban tlintettik fel.

k| x4 Ly, flzpq) | f(zg) Lht1 Ty — 2p 4]
1 | -0.5000 | 0.5000 2.4750 -2.2750 | 0.6420 | 3.5000
2 0.5000 | 0.0211 | -2.2750 -0.0053 | 0.0199 | 0.4790

Mivel |25 — 24| = |0.0199 — 0.0211| = 0.0011, a megallasi feltétel teljesul, igy a szel6maod-
szert ledllithatjuk, mivel elértik a kivant pontossagot. Az egyenlet gyokének kozelité értéke
Ty ~ 0.0199. Ha 6sszehasonlitjuk az =, és az x5 meghatarozasanak folyamatat a szeléméd-
szer segitségével, észrevehetjlk, hogy az adott pontossdg eléréséhez az x; meghatarozasanal
tobb iteraciot kell kiszamitanunk. Ennek az oka az, hogy a megoldast el6z6leg nem lokalizaltuk
elég jol. Errdl az is tantskodik, hogy a (—0.5, 0.5) intervallum kisebb, minta (—5, —1.5).

« Tekintsiik most az (1.5, 5) intervallumot, ahol az egyenlet utols6 gydke taldlhaté. Kezdépon-
tokként az intervallum bal és jobb szélét vesszuk. A szelémédszert a kévetkez§ tablazatban

foglaltuk 6ssze.

k| @y L, flag_1) | flzyg) Tp1 | |2 — 2l
1 | 1.5000 | 5.0000 -4.0250 | 100.1000 | 1.6353 | 3.5000
5.0000 | 1.6353 | 100.1000 -3.7034 | 1.7553 | 3.3647
1.6353 | 1.7553 -3.7034 -3.2681 | 2.6567 | 0.1200
1.7553 | 2.6567 -3.2681 5.5671 | 2.0887 | 0.9013
2.6567 | 2.0887 5.5671 -1.2309 | 2.1916 | 0.5679
2.0887 | 2.1916 -1.2309 -0.3318 | 2.2295 | 0.1028
2.1916 | 2.2995 -0.3318 0.0348 | 2.2259 | 0.0379

N|oju | bW N

Mivel |zg — x| = [2.2259 — 2.2295| = 0.0036, a megallasi feltétel teljesil. Az egyenlet

megoldasanak kozelité értéke az adott intervallumban x5 ~ 2.2259.

<&

b) Legyen az f(x) = 4x — cos x az a fiiggvény, melynek keressiik a zérushelyeit. Jelélje h(x) = cos x
és g(x) = 4x azokat a fuggvényeket, amelyek metszete megegyezik az f(x) fliggvény zérushelyé-

vel. A grafikonrdl leolvashatjuk, hogy a két fiiggvény metszete a (0, 1) intervallumban talalhat6. A
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szel6mddszer kezd6 approximacidinak a 0 és az 1 pontot vesszik. A szelémddszer eredményeit a

kovetkez6 tablazatban foglaltuk dssze.

k| @y Ly, f@e1) | f@g) | gy | 2 — 2]
1 | 0.0000 | 1.0000 | -1.0000 3.4597 | 0.2242 | 1.0000
2 | 1.0000 | 0.2242 | 3.4597 -0.0780 | 0.2413 | 0.7758
3 1 0.2242 | 0.2413 | -0.0780 -0.0056 | 0.2427 | 0.0171

Mivel |z, — z5] = |0.2427 — 0.2413| = 0.0013, a megallasi feltétel teljesul, igy megallhatunk a

szelémodszerrel. Az egyenlet gyokének kozelitd értéke x ~ 0.2427.

o) Jeldlje f(x) = xInx—14 azt a fliggvényt, melynek keressiik a zérushelyeit. Ah(z) = Inz ésg(x) =

d)

= fuggvenyek metszete megegyezik az f(x) fuggvény zérushelyével. Az abran lathatjuk, hogy
a metszet az (1, 10) intervallumba van. Ebben az intervallumban talalhaté az adott egyenlet gydke
is. Kezd6 approximéacioként az intervallum széleit vesszik, vagyis az 1-et és a 10-et. A szel6modszer

a kovetkez§ tablazatban foglalhaté 6ssze.

k| @,y L f@e) | flzg) | T | o — 2]

1 1.0000 | 10.0000 | -14.0000 | 9.0259 | 6.4721 | 9.0000

10.0000 6.4721 9.0259 | -1.9133 | 7.0892 | 3.5279
6.4721 7.0892 -1.9133 | -0.1154 | 7.1288 | 0.6170
7.0892 7.1288 -0.1154 | 0.0019 | 7.1281 | 0.0396

AW N

Anegyedik iteraciéban a szelémodszert megéllithatjuk, mivel teljesil a kivant pontossag: x5 —xz,| =
|7.1281 — 7.1288| = 0.0006. Az egyenlet gydkének kdzelits értéke z ~ 7.13.

Legyen f(x) = 4x — 7 sin x az a figgvény, melynek keressiik a zérushelyeit. A h(x) = % sinx és

g(x) = x fuggvények metszéspontjai ugyanazokban a pontokban talalhaték, ahol az adott egyenlet
gyOkei. A fuggvények grafikonjai a abran lathaték. Lathatjuk, hogy az egyenletnek harom gyoke
vana(—3,—1), (—0.5,0.5) és (1, 3) intervallumokban. Mindegyik intervallumra kiilén alkalmazzuk

a szelémoédszert.

« Tekintstk el&szoér a (—3,—1) intervallumot. Kezd8 approximaciéként az intervallum széleit,
vagyis a —3 és —1 pontokat vesszik. A szel6mddszer eredményeit a kdvetkezé tablazatban

foglaltuk 6ssze.
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k| @y v, | f@e) | fl@g) | wpn | loe — 2|
1| -3.0000 | -1.0000 | -11.0120 | 1.8903 | -1.3930 | 2.0000
2 | -1.0000 | -1.2930 1.8903 | 1.5596 | -2.6749 | 0.2930
3] -1.2930 | -2.6749 1.5596 | -7.5503 | -1.5296 | 1.3819
4 | -2.6749 | -1.5296 | -7.5503 | 0.8757 | -1.7417 | 1.1453
5| -1.5296 | -1.6486 0.8757 | 0.3843 | -1.7417 | 0.1190
6 | -1.6486 | -1.7417 0.8757 | -0.0689 | -1.7276 | 0.0931
7 | -1.7417 | -1.7276 | -0.0689 | 0.0039 | -1.7283 | 0.0142
Mivel |xg — 27| = | — 1.7283 — (—1.7276)| = 0.0008, a megallasi kritérium teljesul, igy a

hetedik iteracié utdn megallhatunk. Az egyenlet gydkének kozelitd értéke z; ~ —1.7283.

+ A szelémddszer kezd6 approximacidinak a (—0.5, 0.5) intervallum széleit vessziik. Az eredmé-

nyeket a kdvetkez§ tablazatban foglaltuk 6ssze.

k| zpy Ly flxp_1) | flzy) Lh+1 [Ty — Tp 1|
1 | -0.5000 | 0.5000 1.3560 -1.3560 | 0.0000 | 1.0000
2 | 0.5000 | 0.0000 | -1.3560 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

Mivel |5 — 25| = 0, a megallasi feltétel teljesiil, igy az algoritmust leallithatjuk. Az z, = 0

pont az egyenlet gydkének kozelits értéke a (—0.5, 0.5) intervallumon.

« Keressik meg az egyenlet utolsé gydkét, amely az (1, 3) intervallumban taldlhaté. A szeld-
maédszer kezdSpontjainak az intervallum széleit vesszlk. Az iteracidkat a kévetkezd tablazatban

tintettlk fel.

k| xpy L, f@e) | flzg) | T | 2p — 2]
1 | 1.0000 | 3.0000 | -1.8903 | 11.0120 | 1.2930 | 2.0000
3.0000 | 1.2930 | 11.0220 -1.5596 | 1.5048 | 1.7070
1.2930 | 1.5048 | -1.5596 -0.9656 | 1.8491 | 0.2118
1.5048 | 1.8491 | -0.9656 0.6655 | 1.7086 | 0.3443
1.8491 | 1.7086 0.6655 -0.0993 | 1.7268 | 0.1405
1.7086 | 1.7268 | -0.0993 -0.0077 | 1.7284 | 0.0182

ol |bh|wW N

Mivel |zg — z,| = [1.7284 — 1.7268| = 0.0015, a megallasi feltétel teljesil, igy leallithatjuk

az algoritmust. Az egyenlet (1, 3) intervallumba esé gydkének kozelits értéke x5 ~ 1.7284.

110. Feladat. Szamitsa ki a kdvetkez6 hatarozott integralokat a kis trapézformula segitségével.
1 dz . 2 coszx .
a) Jy i 0 J Gt dz;
b) [ 2 gy d) [zlogzd
b o 9T | Tlogxdz.

Megoldas. A hatarozott integral kozelitd értékének kiszamitasara szolgalé kis trapézformula

ﬁf@ﬂxmgﬁmy+ﬂm»mmh:b—w
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a) Mivela=0,b=1ésh=b—a=1—0 =1, azintegral kozelits értéke

/1 dz 1( 1) 3
~-|l14+<-]=-.
, 1+x 2 9 4

b) Ahogy az el6z6 feladatbanis,a = 0, b = 1ih = 1. Innen

1 . . .
1 /sin0 1\ 1 1
/ Smxdx%—<£—|—£> = S(1+sin1) = (1+0.84) = 0.92,
0

x 2\ 0 1

Hogy ezt az eredményt megkapjuk, felhasznaltuk a % = Iim0
Tr—

sinx

sin 1 értékét radidnokban tekintettik.

c) Ebbenafeladatbana =1,b=2ésh =0b—a = 1.Innen

/2 cosx 4 ~ 1 (cosl L+ cos?) _ 017,
1 T 2 1 2

d) Ahogy az el6z6 feladatban, ittisa = 1, b = 2 és h = 1. Innen

2
/ Tlogxdr ~
1

(log 1+ 2log2) = log 2 = 0.30.

N | =

111. Feladat. Ossza a [—3, 2] intervallumot tiz egyenl§ részre.

Megoldas. A feladatbsl n = 10, a = —3ésb = 2. Innenh = =2 = 228 = 5 = 05 Az

n 10
xy=a+k-h, k=0,1,2,...10 képletet alkalmazva a kévetkez6t kapjuk:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
z, |-30|-25|-20|-15|-10|-05{00 05|10 15|20

A tablazatbdl felirhatjuk a keresett intervallumokat: [—3, —2.5], [—2.5, —2], [—2, —1.5],
[—1.5,—1], [~1,—0.5], [-0.5,0], [0,0.5], [0.5,1], [1, 1.5], [1.5,2].

= 1 jél ismert hatarértéket és a

10
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112. Feladat. Szamitsa ki a kdvetkezd hatarozott integralokat a trapézformula segitségével Ggy, hogy az

integralasi intervallumot 6t egyenl részre osztja.

2 2

a) [ 2% dx; 0 j(’)”/ 052 gy
‘ 1

b) fg%m:; d) fo %" da.

Megoldas. A hatarozott integral kozelits értékét a

b
[ @ =5 (@) + 25 (w0) + 2fs) e+ 20, 2) + F(D)

trapézformula segitségével hatarozhatjuk meg.

a) Miveln =5,a=1,b=2ésh = b*Ta = 1 = 0.2, azintegral kozelits értéke

(S}

2 logx 0.2 /log1l log 1.2 log 1.4 log 1.6 logl.8 log?2
——dx — +2 =

e T 2\ 12 a6 18 2
= 0.103.
o
b) Afeladatbdl latszik, hogy a = 0, b = 7, to je h = . Innen
/7r sinz dr A~ K sin 0 +2sir:r§ +2sir;7r%7r n QSIZ? +25ir21:?7r n sinm _
= 1.8414.
o
o) Mivela =0, b = 3 i h = {, azintegrél kozelit6 értéke
/7r/2 csT 1<c050 cos 75 cos £ cosgl’—gr 49 cos%7r
, 1tz 20\ 2 1+ "1+F 143 T1+ &
cos 5
+ o) =0.68.
I+3
o
d) Lathatjuk, hogya = 0, b = 1 ésn = 5, vagyis h = % Innen
! 1
/ e da 10 (eo + 2702 4 20704 4 9067 4 9087 6_1) = 0.74.
0
o

113. Feladat. Runge-Kutta mddszerrel kozelitéleg oldja meg a kdvetkezd kezdetiérték problémakat az adott

intervallumokon 6t egyenl részre osztva 8ket
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a)y =y—u=z, y(0)=152z¢€]|0,2]; oy =z?+y? y0)=02¢€l0,1];
b) ¥ =2y—3, y(0) =1,z €[0,1]; dy =24—y? y(1) =1z e(l,2]
Megoldas. Legyen h = b_Ta, ahol [a, b] az intervallum, amelyben keressiik a kezdetiérték probléma meg-

oldasat és jeldlje n az [a, b] intervallumot felosztd részintervallumok szamat. Ezen kivul legyenek z; =
xo +th, © = 0,1, ..., n ekvidisztans pontok, amelyekben keressik a kezdetiérték probléma megoldasa-
nak értékét. A kezdetiérték probléma kozelitd megoldasat a Runge-Kutta modszer segitségével a kovetkezd

képletekkel szamithatjuk ki.

h . i i i
Uy = ui+g<k§>+2kg>+2k§,>+k;>>,
u(zg) = Yo,
ahol

KD = fa,u),

i h b
k<2) = f(xi+§7ui+§k<l)>a
i h b
KD = f<a:i+§,ui+§k:;)>,

kY = f (w4 hou, + 0EY)

aholu; ~ y(x;), i =0,1,...n.

a) Mivel z € [0,2], h = 222 = 0.4. Ugyszintén z, = 0 és u, = 1.5. Alkalmazva a fenti képleteket, a

kovetkez6 eredményeket kapjuk.

7 K2

o o | KRR R | ug

0 | 1.5000 | 0.0 | 1.5000 | 1.6000 | 1.6200 | 1.7480 | 2.1459
2.1459 | 0.4 | 1.7459 | 1.8950 | 1.9249 | 2.1158 | 2.9126
229126 | 0.8 | 21126 | 2.3352 | 2.3797 | 2.6645 | 3.8598
3| 3.8598 | 1.2 | 2.6598 | 2.9917 | 3.0581 | 3.4830 | 5.0759
4 | 5.0759 | 1.6 | 3.4759 | 3.9711 | 4.0701 | 4.7040 | 6.6934

—_

A tablazat alapjan a megoldas kozelité értéke az x € [0, 2] intervallumon az (z;,u;),7 = 0,1,...,5
rendezett parok halmaza. Az attekinthet6ség miatt ezeket a rendezett parokat a kdvetkezd tablazat-

ban foglaljuk 6ssze.

0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0
y; | 1.5000 | 2.1459 | 2.9126 | 3.8598 | 5.0759 | 6.6934

<

b) Azintervallum szélei, amelyen keressuk a kezdetiérték probléma megoldasat a = 0 és b = 1. Innen
h = b*T“ = 0.2. A kezdeti feltételekbdl lathatjuk, hogy x, = 0 és uy = 1. A fenti képleteket

alkalmazva a kovetkez§ tablazatot allithatjuk ossze.
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i u; L k) k) Ky Uir1
0| 1.00000 | 0.0 | -1.00000 | -1.20000 | -1.24000 | -1.49600 | 0.75413
1| 075413 | 0.2 | -1.49170 | -1.79010 | -1.84970 | -2.23160 | 0.38737
2| 0.38737 | 0.4 | -2.22530 | -2.67030 | -2.75930 | -3.32900 | -0.15975
3| -0.15975 | 0.6 | -3.31950 | -3.98340 | -4.11620 | -4.96600 | -0.97591
41 -0.97591 | 0.8 | -4.95180 | -5.94220 | -6.14030 | -7.40790 | -2.19340
A kezdetiérték probléma kdzelitd megoldasa a kdvetkezd.

) 0 1 2 3 4 5

xr; | 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

y,; | 1.00000 | 0.75413 | 0.38737 | -0.15975 | -0.97591 | -2.19340

c) A kezdetiérték probléma és az intervallum alapjan, amelyen keressuk a megoldast, felirhatjuk, hogy

h=0.2észy; =0, u; = 0. ARunge-Kutta mddszert alkalmazva a kévetkez$ eredményeket kapjuk.

A kezdetiérték probléma kozelitd megoldasa egy gorbe, amit a kovetkez6 pontok hataroznak meg.

d) Akezdetiérték probléma alapjan h = 0.2. ARunge-Kutta modszert alkalmazva a kévetkez tablazatot

kapjuk.

i u; v | K k) k) k) Uity

0 | 0.00000 0.0 | 0.00000 | 0.01000 | 0.01000 | 0.04000 | 0.00267
1 | 0.00267 0.2 | 0.04001 | 0.09004 | 0.09014 | 0.16043 | 0.00267
2 | 0.00267 | 0.4 | 0.16046 | 0.25140 | 0.25216 | 0.36515 | 0.02136
3 | 0.021365 | 0.6 | 0.36525 | 0.50188 | 0.50504 | 0.67009 | 0.07245
4 | 0.07245 | 0.8 | 0.67031 | 0.86814 | 0.87807 | 1.12230 | 0.35026

1 0 1 2 3 4 5
x; | 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Y, | 0.00000 | 0.00267 | 0.00267 | 0.02136 | 0.07245 | 0.35026

i U; Ly kgi) k(;) k:(%i) kf) Uit1

0 | 1.00000 | 1.0 | 0.00000 | -0.09091 | -0.08107 | -0.14801 | 0.98360
1] 0.98360 | 1.2 | -0.14780 | -0.19337 | -0.18806 | -0.21919 | 0.94594
2| 094594 | 1.4 | -0.21913 | -0.23781 | -0.23560 | -0.24611 | 0.89887
3] 0.89887 | 1.6 | -0.24617 | -0.25005 | -0.24960 | -0.24908 | 0.84905
4 1 0.84905 | 1.8 | -0.24919 | -0.24544 | -0.24586 | -0.23987 | 0.80000
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A tablazatbdl lathatjuk, hogy a feladat kdzelit6 megoldasat a kdvetkezd rendezett parok hatarozzak

meg.

1 0 1 2 3 4 5
z; | 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Y, | 1.00000 | 0.98360 | 0.94594 | 0.89887 | 0.84905 | 0.80000

Afeladatban adott kezdetiérték problémak kézelité megoldasainak grafikonjai a abran lathatok. Ezeket

e sz

<)

4.11. dbra: A kezdetiérték problémak kozelit6 megoldasa
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4.6.1 Gyakorlasra szant feladatok

114. Feladat. Hatarozza megaz z; = 0.01 4 0.005 és z, = 0.002 £ 0.0005 kézelité szdmok, valamint

Y1 fiiggvény értékének abszollt és relativ hibahatarat.
To—Tq

azy =
115. Feladat. Hatarozza meg az x = 2 + 0.005 kozelit6 szdm és az y = x + 2 In x fuggvény értékének
abszolut és relativ hibahatarat.

2243
3x3+1

116. Feladat. Hatdrozza meg az x = 0.01 4 0.005 kozelit6 szdm és az y = flggvény értékének

abszolut és relativ hibahatarat.

117. Feladat. Hatarozza meg az x = 0.01 & 0.005 kozelit6 szam és az y = €372 fuggvény értékének

abszolut és relativ hibahatarat.

118. Feladat. Hatérozzamegax = 7 £ 0.005 kézelit§ szdm ésazy = (xz + 3) sin x fuggvény értékének

abszolut és relativ hibahatarat.

119. Feladat. Hatarozzamegaz f(z) = 1—37 fuggvény Lagrange-féle interpolaciés polinomjat, ha adottak

azx; =1, ¢+ = 0,1,2, 3 alappontok.

120. Feladat. Hatdrozza meg az f(z) = 1 — \/5 figgvény Lagrange-féle interpolacios polinomjat, ha
adottak az x; = i2, i =0,1,2,3 alappontok.

121. Feladat. Hatarozza meg a tablazattal adott figgvény Newton-féle interpolaciés polinomjat.

x, |1]12]3]|5
flzy) | 15|17 | 89

122. Feladat. Hatarozza meg a tablazattal adott figgvény Newton-féle interpolacios polinomijat.

T, | 02 0.9 1.7 23
f(x;,) | -0.32189 | -0.09482 | 0.90207 | 1.91569

123. Feladat. Hatarozzamegazinz — IT_I fuggvény interpolaciés polinomjat, amely a 4, 8 és 10 pontokon

keresztll halad at.

124. Feladat. Lokalizalja a 2 + x — 3 = 0 egyenlet gyokeit, majd a felezési médszerrel oldja meg az

egyenletet 10~2 pontossaggal.

125. Feladat. Lokalizalja az % — 722 4+ 10 = 0 egyenlet gyokeit, maijd felezési modszerrel oldja meg az

egyenletet 10~2 pontosséaggal.

126. Feladat. Lokalizalja a 3% — 3 — 822 = 0 egyenlet gyokeit, majd felezési modszerrel oldja meg az

egyenletet 1072 pontossaggal.

127. Feladat. Lokalizdlja a 2z — 3 — sin z = 0 egyenlet gyokét, majd a Newton-mddszer segitségével oldja

meg az egyenletet 10~2 pontossaggal.

128. Feladat. Lokalizélja az Inx — cos z = 0 egyenlet gyokét, majd a Newton-maodszer segitségével oldja

meg az egyenletet 102 pontossaggal.
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129. Feladat. Lokalizalja az 22 4 2z + 2% = 0 egyenlet gyokét, majd a Newton-médszer segitségével oldja

meg az egyenletet 10~2 pontossaggal.

130. Feladat. Lokalizalja az x — % + sinz = 0 egyenlet gyokeit, majd a szelémddszer segitségével oldja

meg az egyenletet 10~2 pontossaggal.

131. Feladat. Lokalizdlja az 2x — cos 2z — 3 = () egyenlet gyokeit, majd a szelémddszer segitségével oldja

meg az egyenletet 10~2 pontossaggal.

132. Feladat. Lokalizalja az (x — 1)2 — 1 —logx = 0 egyenlet gyokeit, majd a szel6mddszer segitségével

oldja meg az egyenletet 10~2 pontossaggal.

133. Feladat. Hatarozza meg az f_ir e dx integrél kozelitd értékét a trapézformula segitségével Ugy,

hogy az integralasi intervallumot hat egyenld részre osztja.

2
134. Feladat. Hatarozza meg az ji % integral kozelit6 értékét a trapézformula segitségével ugy, hogy az

integralasi intervallumot 6t egyenl§ részre osztja.

135. Feladat. Szamitsa ki a tadblazattal adott figgvény integraljat.

x|1] 5/4 | 6/4 | 7/4 |8/4
y | 2 | 297302 | 4.24264 | 5.88627 8

136. Feladat. Runge-Kutta médszer segitségével oldja meg az y’ = z;:i differencidlegyenletet, ha adott

az y(2) = 1 kezdeti feltétel. A megoldast a [2, 3] intervallumon adja meg Ggy, hogy az adott intervallumot

Ot egyenld részre osztja.



A. Fuggelék

Fourier és inverz Fourier transzformacio

Mivel a korlatozott éraszam miatt a targy keretein belll a hallgaténak nincs lehet8sége megismerkedni a
Fourier és inverz Fourier transzformacié elméletével, ebben a fejezetben réviden bemutatjuk az emlitett
anyagrész alapjait.

A Fourier sor egy periodusos hullamot szinuszokbdl és koszinuszokbol, vagy pedig komplex exponencia-
lis €™ alaku fiiggvényekbdl 4116 végtelen sor alakjaban irja fel. Gyakran felmeriil a nem periodikus fiiggvé-
nyek ilyen végtelen sorba fejtésének kérdése. Ez a probléma a Fourier transzformacio segitségével oldhaté
meg. Alkalmazasi tertlete f6ként a jel és hangfeldolgozas. Egy id6ben valtozé jel (figgvény) el6allithatod
kilénbo6z6 frekvenciaju, fazisu és amplitudoja jelek (figgvények) dsszegeként. A Fourier transzformacié az
a mlvelet, amely egy adott jelhez megadja ezta felbontast. A Fourier transzformacio ismerete alapvetd fon-

tossagu a linearis rendszerek tulajdonsagainak vizsgalatahoz.

30. Definicié. A valos illetve komplex valtozdju fliggvény Foureir transzformaciéja

for =5 [ twetan

ahol £ € R.
A Fourier transzformacio tulajdonsagai:

« az f fliggvény f(&) Fourier transzforméacidja értlemezve van minden £ € R-re;

- az f fuggvény f(f') Fourier transzformacidja korlatos és folytonos fliggvény;

. lim f(€) =0;
E—o0

« a Fourier transzformacio linearis: ha h(x) = af(x) 4+ bg(x), ahol a, b € C komplex szamok, akkor
h(&) = af(&) + bg(&);

+ ha az f valés fiiggvény péros, akkor a f (&) Fourier transzformacié is valds és paros;

+ aaz f valos fiiggvény paratlan, akkor a f (&) Fourier transzformacié paratlan és imaginaris;

« SHIFT képlet: legyen g(x) = f(ax+b),ahola,b € Rvalés szamok. Ervényesa g(§) = Leﬂfbf(%)

|a

shift képlet;
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« derivalas képlete: ha az f fuggvény derivalhatd, akkor f’(ﬁ) =&- f(f) a magasabb rend( derival-

takat pedig a (") (&) = (i&)™ - f(&) képlet segitségével hatarozhatjuk meg;

« hag(x) = zf(x), akkor g(§) = Zd%f(f)

A Fourier transzformaciok tablazata:

Tulajdonsag Flggvény Fourier transzformacio
f(z) f(©)

derivalt () 2mil ()

inverz f(f) 27Tf(_§)

transzlacié flz—x) €_iw°£]?(f)

modulécié e f(a) f(f —a)

osztas f(%) ‘3|J?(5§)

derivalt id6 szerint f<p) (m) (Zf)pf(f)

derivalt frekvenci6 szeerint | (—ix)? f(x) | fP(£)

A Fourier transzformacié bemenete egy f figgvény, kimenete pedig egy masik f fliggvény. Ennek a
folyamatnak a forditottjat, amely a Fourier transzformacio altal kapott figgvényt kezeli bemenetelként és az

eredeti figgvényt adja kimenetként, inverz Fourier transzformdciénak nevezzik.

31. Definicié. A valos illetve komplex valtozéju fliggvény inverz Fourier transzformacioja

fz) = / F(&)e ae.

1, haO 5 e h >0
a) f(a:): , al <z < : b) f(x): e , axr >
0, haz ¢10,5) 0, hax <0

Megoldas. Az f(ﬁ) =5 f_o:o f(x)e % dz, képletet alkalmazzuk.

a) Mivelaz f(z) = lazx € [0,5) intervallumon és f(x) = 0 az emlitett intervallumon kivl,
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e L —ilx =t t € [0, —5i]
fo = g [ f@esrar= o [etar=| iar —a -

—dt
i€

1 1y [7°% —1 v -1 1— e 5i
= —- (—,—)/ eldt = — et’ = — (6_515—1):;.
2 &) Jy 2mi& o 2mi& 2mi€

dr =

b) Mivel f(x) =0azx € (—o0,0) intervallumon, igy

- 1 [~ , 1 [ . 1 [ .
flz) = Gy [OO f(z)e % dx = or A e eI dy = o A e~ ?(ati8) g =
—z(a+1i) =t t € [0,—o0) . ) oo
- | = ) dr — dt S (N tdt =
(a+ic)do 2m (a—i—z’f)é ‘
dr = =%
a+i€
— —1 t o _ —1 —o0 0y — 1
B 27?(@—1—@'5)6 ‘0 -~ 2m(a + i€) (e e’) = 27(a + &)’

A kapott kifejezést megszorozzuk az Ziﬁg torttel, hogy megszabaduljunk a nevezében levé komplex

szamtél. Ekkor:

1 1 a—ié  a—ig a . §

om(a+i)  2m(a+if) a—if 2m(a®+€2)  2m(a® +£€2) z27r(a2 +£2)
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