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Eloszo

A tankonyv részben az Ujvidéki Egyetem Magyar Tannyelt Tanitéképzé Karanak
mesterszakos hallgatéi szaméra késziilt a Matematikai logika targy kisér6
anyagaként, masrészt viszont az Obudai Egyetem mérnok-informatikus szakan
tanulé hallgatok Formalis modszerek és matematikai logika az informatikiaban
cim targyahoz nyujt felkésziilési segitséget.

A jegyzet két nagy témakort targyal: a matematikai logikai alkalmazédsokat az
informatikaban (és nyilvdnvaléan azok elméleti alapjait), és néhany formalis
modszert az informatikdban. A kordbban két kiilon targykant szereplé tematika
mostanra egy targy keretein beliil keriil 6sszefoglalasra, ezért volt sziikségszerti a
jegyzet Osszeéllitasa.

A targy tematikajat illetéen nagyon sok forras all a hallgaték rendelkezésére,
kiilonboz6 nehézségi szinteken, eltérd jelolési rendszerrel, ezért a jegyzet inkabb
Osszefoglal6 jellegti, segitve az eligazodast mas forrasokban.

A szerz6 gyakran hagyatkozik a logika témakorében Bérczesné Novak Agnes,
Pasztorné Varga Katalin, Vartrész Magda, Esik Zoltan, Fiilop Zoltan és munkatérsaik
jegyzeteire, diasorozataira, példaira, hiszen hosszt ideje foglalkoznak a logika
oktatdsaval, és letisztult tudasanyagot kozvetitenek. Ugyanez a helyzet a formalis
modszerek tekintetében Pataricza Andrds, Majzik Istvan, Bartha Tamds és
munkatarsaik anyagaival.

A felsorolt forrasok mellett tobbek kozott az olvaso figyelmébe ajanlja a szerzé a
Mesterséges Intelligencia Almanach-ot, amelyet tobb fels6oktatasi intézmény, tobbek
kozott az Obudai Egyetem munkatdrsai a TAMOP - 4.1.2-08/2/A/KMR projekt
keretében készitettek el, és amelyben szinte valamennyi érintett tematikaval
kapcsolatban taldlhat az olvas6 elméleti leirasokat, példékat, feladatokat, illetve két
tankonyv elektronikus valtozatat.

A jegyzet nem kifejezetten ragaszkodik az axiéma - tétel - bizonyitas - definicié
vonalon valé targyaldsra, gyakrabban targyalja a témakat olvasmanyos
kornyezetben, példakon bemutatva és példakkal illusztralva. Visszajelzéseiket,
javaslataikat szivesen fogadja a szerzé.

A szerz6,



Dr. Takacs Mérta Logika és altalanos formélis médszerek

Szabadka, 2015.



Dr. Takacs Mérta Logika és altalanos formélis médszerek

1 A matematikai logika

A természet nagy konyve a matematika nyelvén irodott.
Galileo Galilei

1.1 Alogika helye és szerepe a matematikaban

A matematika mai vilagaban fontos szerepe van a logikdnak. Nem csak a
gondolkodasmoéd modellezése, hanem a tudds rendszerezése, a matematikai
elméletek pontos, egyértelmiien kezelhet6 szerkezetbe val6 foglalasa miatt is fontos.
A halmazelmélet és a matematikai logika biztositja a kiilonb6z6 matematikai
témakorok egységes targyaldsmodjat, az elméletek axiomatikus felépitését, a
matematikai problémak megoldasanak automatikus médszereit.

A matematikai logika keretrendszerében meghatarozott helyes kovetkeztetési
rendszerek az alapjai a matematikai tételek bizonyitasanak, és ezaltal a modellalkotés
képességégnek is.

Torténeti szempontbol fontos az Arisztotelész! altal megfogalmazott logikai gondolkodas
szabalyaitol indulni. Eukleidész? axiomatikus rendezése a geometridban, és a logikai
szabalyokon alapuld bizonyitdsai maig alapjat képezik a matematikai elméletek rendszerbe
foglaldsanak. Ha tovabbra is az eurdpai kulturkorben maradunk, akkor koézépkort és a

reneszanszt koveté korszakban torténtek elérelépések. Leibniz®

kidolgozta a formalis
bizonyitasok elméletét, és megalapozta a formalis logikat. Boole* a logikai formalizmushoz
algebrai hatteret vezetett be, de Morgan® pedig mindezt mas matematikai teriileteken is
érvényesitette, bizonyitdsok ¢és a matematikai agazatok formalis rendszerbe foglalasa

érdekében. Frege® elsoként adott teljes értékii szimbolikus nyelvet a logika leiraséra.

! Arisztotelész, (i. e. 384-322), gorog filozofus

2 Eukleidész, (i.e. 300 koriil sziiletett), gérog matematikus

% Gottfried Wilhelm Leibniz, (1646-1716), német polihisztor

4 George Boole, (1815-1864), angol matematikus és filozofus

5> Augustus de Morgan (1806-1871), angol matematikus

® Friedrich Ludwig Gottlob Frege, (1848-1925), német matematikus
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Kortarsaival a XIX. és XX. szazad forduldjan a logikai formalizmusat és szabalyait alapul
véve folytattdk a matematikai elméletek teljességének, helyességének vizsgalatat,
rendszerezését. Hilbert’, Godel®, Tarski® éltek ennek a lehetdségével.

Mindekdzben a problémamodellezés tovabb vitte magat a logikat is a fejlodés és bovités
utjan, Lukasiewicz'® tobbértékii logikaja, Zadeh!! fuzzy logikaja wjabb fejezeteket nyitottak.
Ugyanakkor a XX. szazad nagy tudomanyos robbandsa, az informatikai eszkozok és a
szoftverek fejlédése elvalaszthatatlan a logikai szabalyoktol, formalizmustol. Néhany emlitett

alkalmazasi teriilettel kapcsolatosan a kés6bbi fejezetbdl tobbet tudhatunk meg.

1.2 Predikatum (nulladrendii) logika

A matematika logika az emberi kijelentéseket, kovetkeztetéseket hivatott modellezni.
A matematikai logikdnak ma mar tobb dgazata van, az egyszer( kijelentés-logikatol
kezd6d6en azon logikédkig, amelyek jelz6kkel, id6hatarozékkal bévitett mondatokat
képesek modellezni, s6t a bizonytalansag kezelésére is alkalmasak. Mindezek alapja
azonban mégis a predikdtum vagy kijelentés logika, amely a legegyszertibb kijelentések
és mondatok modellezésén és igazsagértékén alapul.

Ha az alapfogalmakra vonatkozo, alapigazsdgként elfogadott mondatokbodl indulunk
ki, akkor a predikdtumlogika eszkoztardval modellezhetjiik a helyes kovetkeztetési
szabélyokat, (azokat, amelyek az emberi gondolkodasmoéd szerint is helyesek), és
bizonyithatunk Gjabb allitdsokat az el6z6ek kdvetkezményeként. Ha sziikség van ra,
akkor djabb fogalmak bevezetésével bovithetjiik egy matematikai elmélet
eszkoztarat, azokra tjabb szabalyokat lathatunk be. Igy épiil fel egy matematikai

agazat axiomatikus rendszere.

" David Hilbert (1862-1943), német matematikus

8 Kurt Godel (1906-1978), osztrak matematikus, logikus

9 Alfred Tarski, lengyel matematikus

10 Jan Lukasiewicz (1878-1956), lengyel logikus, matematikus
11 ofti A. Zadeh (1921-)
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alapfogalmak
alapigazsagok (axidomak)

tételek (0j ) szabalyok, amelyeknek a
bizonyitasa a logikai helyes kovetkeztetési
szabalyokon alapul

> [ﬁj fogalmak bevezetése (definiciok) ]

\ 4 \ 4

(ételek (0j) szabalyok, amelyekben a bizonyitas
a logikai helyes kovetkeztetési szabalyokon,
el6z6 bizonyitott tételeken, elézdleg definialt
fogalmakon, az axiomakon, alapfogalmakon
alapulnak

-

\ 4

1.abra
Az axiomatikus rendszer felépitése

Ahhoz hogy a kijelentéseink, kovetkeztetéseink helyességét megallapitsuk, minden
elemi kijelentéshez igazsagértéket kell rendelniink, ami a legegyszert(ibb esetben igaz
vagy hamis. A tobbértékd logika tdmogatja a bizonytalansag kezelését is, azaz
igazsagértéket rendel a kijelentéshez akkor is, ha az nem teljesen igaz, vagy ha nem
teljesen hamis. Természetesen ezek az igazsagértékek az emlitett két értéktsl, az

igazt6l és a hamist6l kiillonboznek.

Kijelentésnek wvagy dllitasnak (predikitumnak) nevezziik azt a mondatot, amelynek
egyértelmiien meghatarozhatjuk az igazsagértékét, azaz megmondhatjuk réla, hogy

ismereteink szerint a kijelentés igaz-e vagy hamis.

1.1. példa.

Az iires halmaz elemeinek a szama nulla.

Ez a kijelentés igaz.

A 9 primszdam.

Ez a mondat kijelentés, de igazsagértéke hamis, mert mint tudjuk, a 9 oszthat6 1-gyel,

9-cel és 3-mal is (azaz nem csak 1-gyel és bnmagéval, mint a primszadmok). 12

12 Ahhoz, hogy a matematikai logika fogalmaival tisztaban legyiink, az Ondk korabbi matematikai ismereteire
tamaszkodunk. Olyan matematikai "mondatokat" mondunk ki, amelyeket ismernek, igazsagértékiiket meg tudjak
hatarozni korabbi tanulmanyaik alapjan. Mindezek a mondatok természetesen részeit képezik az érintett

8
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A kutya a leghiiségesebb dllat.

Ez a mondat a predikatum-logikaban nem kijelentés, mert egy szubjektiv megitélés
alapjan mondjuk ki az igazsagértékét, tehat valaki majd azt mondja ré igaz, mas azt,
hogy hamis. Hasonléan nem kijelentések példaul a kovetkez6 mondatok:

Budapest szép vdros.

A bardtok mindig segitenek eqgymdsnak.

Ez utébbi mondat idShatarozét is tartalmaz (mindig), ami az egyértelmi
igazsagérték megadéasat akkor is nehezitené, ha a mondat tobbi részének
igazsagértéke egyértelmt lenne.

Nem lehet meghatarozni a felkialt6- és kérd6 mondatok igazsagértékét sem.

Azaz nem kijelentések a kovetkezok:

Holnap j6 id6 lesz?

Mindenki dlljon fel! #13

Felmertil kérdés, hogy mi torténik az osszetett mondtatok igazsagértékével?

Ha két egyszeri, ismert igazsagértékd kijelentést egy és szocskaval kotiink Ossze,
akkor azt mikor tekintjiik igaznak a hétkoznapi életben?

Természetesen akkor, ha mindketté rész-kijelentés igaz. Egyébként ez az és
Osszekot6t tartalmazo mondat hamis (azaz hamis, ha az egyik kijelentés igaz a masik
hamis, vagy ha mindkett6 hamis).

Ha két egyszer(i, ismert igazsagértékd kijelentést egy vagy szoécskaval kotiink ossze,
akkor azt mikor tekintjiik igaznak a hétkéznapi életben?

Természetesen akkor lesz igaz, ha legaldbb az egyik rész-kijelentés igaz (azaz ha az
egyik kijelentés igaz a madasik hamis, vagy ha mindkett6 igaz). Ha mindkét
részkijelentés hamis, akkor ez a vagy 6sszekot6t tartalmazé mondat hamis.

Korabban beszéltiink arrdl, hogy a matematika egyik f6 eréssége, hogy jol érthetd

formalizalast alkalmaz. Formalizaljuk a kovetkezdket!

1.2. példa

matematikai agazat axiomatikus felépitésének, néhanyat késdbb ujra emlitiink tételként, és alatamasztjuk a
megfeleld definiciokkal.
13 Jelentse a csillag a példa végét a tovabbiakban.
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Legyen adott a kovetkez6 6sszetett mondat:

A haromszognek harom csticsa van, és a hdromszog csticsaiban mért szogek osszege
180°.

Jelolje p "a haromszognek harom cstcsa van' kijelentést, és g a "a haromszog
csticsaiban mért szogek osszege 180°" részkijelentést. Jelolje az és 6sszekotst az A jel.
A

A hdromszdgnek hdrom csiicsa van, és a hdromszdg csticsaiban mért szégek dsszege 180 °
mondat szimboélumokkal formalizélva: pAg.

A fenti mondat mindkét részkijelentése igaz (i), jeloljiik ezt igy: t(p)=i.

A tjel a p mondathoz rendelt (ebben az esetben igaz) i gazsagértéket jelenti.

Hasonléképpen: 1(q)=i és t( pAg)=i. *

1.3. példa

Az n természetes szam paros vagy az n természetes szam paratlan.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

r:az n természetes szam paros,

s:azn természetes szdm paratlan

Legyen a vagy jelolése: v.

Formalizélva a fenti mondatot: rvs.

A korédbbi ismereteink alapjan elmondhatjuk, hogy egy természetes szam valéban
vagy paros (oszthato kettével), vagy pdratlan, azaz egy paros szam rakovetkezgje. A
két llitas egyszerre nem lehet igaz, azaz vagy:

1(r)=i, t(s)=h (ahol h a hamis igazsagértéket jeloli),

vagy t(r)=h, 1(s)=i, ugyanakkor t(rvs)=i. *

A fenti példakban érintettitk a matematikai logika szintaxisat is és szemantikajat is,
azaz beszéltiink a kijelentés-logika formalis nyelvérdl, a jelolésrendszerrdl is (ez a
szintaxis), és a formalizalt, keretrendszerbe foglalt mondatok értelmezésérdl, a

jelentéstikh6z kapcsolodé igazsagértékérdl (ezt nevezziik szemantikanak).

10
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A szintaxis tovabbi bévitésekkel meghatarozza a matematikai logika formalis
nyelvét, a tovabbi kijelentések, Osszetett —mondatok, kovetkeztetések
igazsagértékének megadésa pedig teljessé teszi a matematikai logika szemantikajat.
Tekintettel arra, hogy a kijelentések nem tartalmaznak tovabbi, valamely halmazbél
val6 elemekre vonatkozo fuggvényeket, relacidkat, ezt a logikat nulladrendii logikinak
is nevezziik, mig a fuggvényeket is magaba foglal6 logikat (a kovetkezo fejezetben

targyaljuk) els6rendti logikdnak nevezziik.

1.2.1 A Kkijelentés-logika formalis nyelve, szintaxisa

A kijelentés-logikai formalis nyelve a kovetkez6 elemekbél épiil fel:
i ésh alogikai dlland6kbdl (rendre az igaz és a hamis &llandét jeloljik igy);
p,q,1,s,... az elemi kijelentéseket jelol6 (helyettesit6) logikai valtozokbdl;
—,V,A—,<> logikai 0sszekotd jelekbdl (az osszetett kijelentések formalizalaséara

szolgalnak), illetve a logikai 0sszekotd jelekbdl, logikai allandokbol és valtozokbol

képezett egyszerti logikai (rész)formulakbodl (amelyek az Osszetett kijelentéseket

hivatottak formalizalni):

—p (igy olvassuk: nem p);

pvq (igy olvassuk: p vagy q);

pAq (igy olvassuk: p és g);

p — q (igy olvassuk: ha p akkor g, vagy igy: p-bdl kovetkezik g);

p <> q (igy olvassuk: p akkor és csak akkor ha g, vagy igy: p ekvivalens g-val).

Az egyszerti formuldk egymds utdni véges sok alkalmazasaval nyert Osszetett

formulak is formulak.
Az Osszetett formulaképzésnél a részformuldkat a hagyomanyos értelmezés szerinti

zarojelezéssel kiilonithetjiik el egymastol. Ha a formuladkat a fenti szabalyok alapjan

szerkesztjiik, azt mondjuk helyesen szerkesztettiik 6ket.

11
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Megjegyzés: Az elemi kijelentéseket altaldban az abécé kisbettiivel jeloljiik, az Osszetett
formuldkat altaldban az abécé nagybettiivel vagy gorog bettijelekkel. Példaul:
A: (pvg) = s, B: ((p = 9) A(q=>p)) © (po9)
Ez utébbi mondatot igy olvassuk: ha p-bél kovetkezik g és g-bol kovetkezik p, akkor p
és g ekvivalensek. Hogy ez mit jelent, azt a szemantika mondja meg.
Gyakran hasznaljuk a formuldkban szerepl6 logikai 6sszekotd jelek (allitasok kozotti
miiveletek) kovetkez6 elnevezéseit:

* —p,  pnegaltja (— anegécio jele);

* pvg, (igy olvassuk: p, g diszjunkcidja, v a diszjunkci6 jele);

» png (igy olvassuk: p, g konjunkcidja, a A a konjunkcio jele);

* p—q (igy olvassuk: p implikdlja ¢-t, azaz — az implikaci6 jele). Ezekben a
mondatokban p-t feltételnek, g-t pedig kovetkezménynek nevezziik.

. p <> q (igy olvassuk: p ekvivalens g-val, azaz <> az ekvivalencia).

1.2.2. A predikatumlogika szemantikaja

Minden helyesen megszerkesztett nulladrend (kijelentés) logikai formuldhoz
hozzarendelhetjiik az Osszes lehetséges allitasvaltozo-érték szerinti igazsagértékét.
Ezt a folyamatot a formula kiértékelésének, interpretacidjanak nevezziik.

A formula olyan kiértékelései, amelyek igaz igazsagértéket eredményeznek, a
formula modelljének nevezziik.

Azt, hogy mely formuldhoz milyen médon rendeljiik hozza az igazsagértékét, azaz
hogyan értékeljiik azt ki, a szintaktikai szabalyok alapjan megadott formuldk

szemantikai kiértékelésének nevezziik.

Alapveto szemantikai szabalyok:
Egy kijelentés negéltja a kijelentés igazsagértékét az ellenkezojére valtja.

Két kijelentés konjunkcidja csak akkor igaz, ha mindkét kijelentés igaz.

Két kijelentés diszjunkcidja akkor igaz, ha legaldbb egyik kijelentés igaz.

Két kijelentés implikacidja csak akkor hamis, ha a feltétel igaz és a
kovetkezmény hamis.

Két formula ekvivalencidja akkor igaz, ha a két formula igazsagértéke egyenld

(megegyezik).

12
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A Kkijelentés-logikaban egyértelmiien meghatarozhatjuk, hogy egy formuldnak
hanyféle kiértékelése van, hiszen minden logikai itéletvaltozohoz legfeljebb két
igazsagérték rendelhet6 (i vagy h).

Példaul a pvq formula igazsadgértékét a kiértékelési fa segitségével igy vizsgélhatjuk:

[ A t( pvq) formula két valtozoja p és q szerint: ]

]

T(a)=h ][ T(q)-I [ T(q)h
|

Ezen az 4gon ezt Ezen az agon ezt Ezen az agon ezt
olvassuk le: t( p)=i és olvassuk le: ©( p)=h és olvassuk le: ©( p)=h és

t(a)=h t(a)=i t(a)=h

2.abra
pvq formula igazsagértékét kiértékel6 fa

Lathatjuk, hogy minden egyes p szerinti kiértékeléshez tovabbi két g szerinti
kiértékelés tartozik, és minden dwjabb valtozéval a kiértékelések szama
megkétszerezddik, azaz:

Egy n itélet-valtoz6t tartalmazo elsérendii logikai formuldnak 2" szamu kiilonboz6

kiértékelése van.

A formulék kiértékelését gyakran adjuk meg tablazatban:

konjunkciéo diszjunkci6 implikacié ekvivalencia
P4 pAg P G pvq negcio P g p-oq P 9 peq
[ I [ B i 0 [ I

: : _ P —=p _

i h h i h i i h i h h i h h

h i h h i i hoi hoioi h i h

h h h h h h h h i h h i

Osszetett formulik kiértékelése

Az osszetett formulédkat részformulaira bontjuk, és 1épésrol 1épésre értékeljiik ki.

13
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A részformulara val6 bontast ugyancsak végezhetjilk mtiveleti faval.

1.4. példa.

Hatarozzuk meg a —(pvq)<«>(—par—q) formula részformuldit, majd ennek alapjan a

kiértékelési tablajat!

[ ~(pva) © (—pA—a) ]

] )
i | S N

3.abra
A formula mitiveleti faja

)

)

P19|—=p|—q|—prq|pva | —(pva) | —(pva) <> (—PA—0Q)
ili|h |nh h [ h [

i[h|h | h [ h [

hli| i |h h [ h [

hih| i [ [ h [ [

1.5. példa.

Hatérozzuk meg a ((pvq)—r)<«>((p—>r)A(—q—r)) formula részformulait, majd ennek

alapjan a kiértékelési tablajat!

((pvg)—r) <

((p—>r)A(=a—r))
1
[ - 1

COCC

4.4bra
A formula mitiveleti f4ja
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Pla|r|pva|(pva)—r|por|—q|—g-r | (p—r) | (pva)-r) <
AN=g—-1n) | ((por)

A(=g—T))

i [iil] i i i | h i h h

i [i|h] i h h | h i h i

i [h|i| i i i | i i i

i [h|h| i h h | i h h i

hlilil i i i | h i h h

hi{ilh| i h i | h i h i

hihli| h i i | i i i

hih|h| h i i | h h h

Ha egy formula minden kiértékelése igaz, akkor azonosan igaz formula, azaz
tautologia.

Ha egy formula minden kiértékelése hamis, akkor azonosan hamis formula, azaz
kontradikcié (ellentmondas).

Ha a formuldnak van igaz igazsagértéki kiértékelése, akkor az adott sorban talalhato
igazsagértékekre a formulanak modellje van.

Ha egy formulanak van modellje, akkor kielégithetd.

Ha egy formuldnak nincs modellje, akkor kielégithetetlen, azaz sohasem igaz, tehat

kontradikcio.

Az 1.5. példa —(pvq) <« (—pr—q) formuldja tautologia.
Ha egy formuldban vannak igaz és hamis kiértékelések is, akkor az igaz kiértékelésti

sorokban olvashatjuk le a formuldk modelljét.

Az 1.5. példa ((pvag)—>r)«>((p—>r)a(—q—r)) formulajanak modelljei a 2., 3., 4., 6. és

7. sordban olvashatok, vagyis példaul, ha t(p)=i, ©(9)=i, ©(r)=h (2. sor).

A logikai miiveletek tulajdonsdagai
Szemantikai kiértékeléssel konnyen bizonyithatunk néhany alapvet6 ekvivalenciat a

formuldk kozott. Két formula akkor ekvivalens, ha minden egyes kiértékeléstikben

azonos az igazsagértékiik.
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Az ekvivalens formuldk egymassal helyettesithet6ek, és ezaltal attekinthet&bbek,

bizonyos helyzetekben konnyebben kezelhet6ek lesznek.

Nevezetes ekvivalencidk:
(pva)<>(qvp) (0.1)
(pAQ)<>(qAp) 0.2)
((pva)vr)e>(pv(avr))  (03)

((Pra)ar)e>(pa(aar))  (04)

(=(=p)) e p (0.5)
(pAi)e>p (0.6)
(pAh)<h (0.7)
(pvi)<>i (0.8)
(pvh)<>p (0.9)

(pA—p)<>h (0.10)
(pv—p)<i (0.11)

(p—a) > (-pva) (0.12)

(p—>a)A(a—>p))«>(pea) (0.13)
—(=pv—q)<>(pAQ) (0.14)

—(—pA—q)<>(pVvQq) (0.15)

De Morgan'4 azonossagok
—(pva)«(—pr—q) (0.16)

—(pArg)«>(—pv—a) (0.17)

Onalls feladatként elkészithets barmely ekvivalencia kiértékelési tablazata!

Mindegyik tautologia lesz.

Kimondhatjuk a kovetkez6 Lemmdt:
a és [ akkor és csak akkor ekvivalens, ha a«<[ tautolégia.

Bizonyitasa: a.) Ha a ekvivalens p akkor a« [} tautolégia.

14 Augustus de Morgan (1806-1871), angol matematikus.
16
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Ha a és P igazsagértéke megegyezik, akkor az ekvivalencia definiciéja miatt csak igaz
lehet, azaz tautolégia.
b.) Ha a< tautolégia, akkor a formula csak igaz lehet, de ez pontosan akkor van, ha

a és P igazsagértéke ugyanaz, vagyis ha a ekvivalens -vel.0

Bizonyitas nélkiil fogadjuk el a kovetkezSket:

Tétel: Ha a tautologia, akkor az itéletvéaltozok helyébe formuldkat irva is tautologiat
kapunk.

Tétel: Ha a tautologia, akkor barmely részformula helyett azzal ekvivalens formulat

irva tautologiat kapunk.

1.3 Helyes kovetkeztetési szabalyok, alkalmazasaik

A matematikdban és a hétkoznapi élet minden teriiletén fontos a kovetkezé tipust
mondatoknak modellezni, és logikai szempontbdl az igazsagértékiiket kiértékelni:

Ha feltétel, akkor kdvetkezmény.

Az ilyen tipust mondatokat kovetkeztetési szabalyoknak nevezziik, azokat pedig,
amelyek minden igaz igazsadgértékli feltételrendszerre igaz kovetkeztetést
eredményeznek, helyes kovetkeztetési szabdlyoknak, helyes kovetkeztetési

séméaknak nevezziik.

Modellezziik példaul a kovetkez6t:
Ha elfogy a benzin, akkor megall az auté. Elfogyott a benzin. Ebb6l kdvetkezik, hogy
megall az auto.

Az els6 dolog, hogy elkiilonitsiik a feltételeket és a kovetkezményt.

Ha elfogy a benzin, akkor megéll az Feltételek
aut6. Elfogyott a benzin.
Megall az auto. Kovetkezmény

Ha bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket:
p: elfogy a benzin,
g: megall az auto,

akkor a fenti kovetkeztetési szabalyt igy irhatjuk fel sematikusan:

17
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P - q
Y

q
Logikai formulaban pedig igy hangzik:

(P>a)ap)—g

Ezt a kovetkeztetési szabalyt, a p és q allitasok valos tartalmatél fuggetlentil mindig
igaz, azaz tautoldgia, és Modus Ponensnek (roviditve MP) nevezziik.

Megjegyzés: ha tobb feltétel is szerepel a kovetkezetési szabalyban, akkor ezeket a
feltételeket ES kotéssel kapcsoljuk ossze, hiszen egyidejtileg mindegyiknek igaznak

kell lennie a feltétel teljestiléséhez (igaz igazsagértékéhez).

Pd|p—=q | (P—=0) AP | (P—0) AP) =1

=5 | =] =5 -

i i
h i
i i
i i

S| = -
S| |-

Nevezetes helyes kovetkeztetési szabadlyok:

Modus ponens ((p—>a)ap)—q

P - q
Y

Modus tollens (elveté méd, kontrapozicio): ((p—a)a—q)—>—p
p - q
—q
—p

Hipotetikus szillogizmus (feltételes szillogizmus, lancszabaly):
(Poa)r(@—=r))=>(p—r)

P = q

q > r

p > r

Modus tollendo ponens / diszjunktiv szillogizmus (elvéve helyezé mod):
((pva)n—a)—p

18
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Indirekt: ((—p—»>—q)Aq)—p
—-p = —q
q

Ha végiggondoljuk ezeknek a kovetkeztetési szabdlyoknak az értelmét, belathatjuk,
hogy mi is a hétkoznapi életben gyakran ezek alapjan vonunk le kovetkeztetéseket.

A Modus ponensre mar lattunk példat. A matematikdban azonban nagyon gyakran
alkalmazzuk az indirekt bizonyitdst vagy a Modus tollenst, az elvet6 moédot. (Ha

bebizonyosodik, hogy rosszul feltételeztiink, akkor elvetjiik az eredeti elképzelést.)

1.6. példa
Bizonyitsuk be, hogy a 2 irracionalis szam (azaz nem racionalis)!
Alkalmazzuk a

P - q
—q
—p

kovetkeztetési szabalyt!

Bizonyitds. A racionalis szamok felirhatok % alaku tort alakjaban, ahol a és b egész

) . L O . ., a .
szamok, és b nem nulla, azaz ha egy szam raciondlis, akkor felirhat6 r tort

alakjaban.

Ez a mondat modellezhet6 az Modus tollens kovetkeztetési szabaly p — g feltételével.

Az eredeti éllitést (a v2 nem racionalis szam) bizonyitsuk ugy, hogy a feltételek kozé
felvessziik a kovetkez6t: a 2 nem irhaté fel tort alakjaban (ezt konnyen

bizonyithatjuk).
Tegyiik fel, hogy ezt megtehetjiik: 2 =%, ahol a és b relativ primek, azaz nincs

egynél nagyobb kozos tényezdjiik, tehat a tort mar nem egyszertsithet6 tovabb.

Ebbdl:
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2

2 azaz 2b*=a’.

:b_2,

Ez viszont azt jelenti, hogy a valaminek a kétszerese, tehat oszthat6 kettével, azaz
2:2-k=a%*=2p*.

Ez ut6bbi egyenléséglancbol:

2-k =b?, tehat b is oszthat6 2-vel, mi pedig azt feltételeztiik, hogy a és b relativ primek,
azaz nincs egynél nagyobb kozos tényezdjiik. (Ez a rész-bizonyitds maga is egy
Modus tollensen alapul).

Visszatérve az eredeti bizonyitand6 tételhez, és a Modus tollenshez:

p: aszam racionalis — g: a szam felirhat6 % tort alakjaban

1.4 Modellelméleti vagy szemantikus kovetkezményfogalom

Azt mondjuk, hogy az {al, &2, ...,a"} formulahalmaz kovetkezménye a 3 formula, ha
minden olyan interpretacioban, amelyben az al , a2 ...a" formuldk igazak, B is igaz.
Mas szavakkal: {al, a2, ...,a"} formulahalmaz kovetkezménye a B formula, ha p
legalabb akkor igaz, amikor az al-k igazak.

Jelolése: {Cll, az, a5 B

Megjegyzés: Mivel az els6rendti logika kovetkezményfogalma nem teljesen azonos a

nulladrendtiével, ezért az indexben szokas azt is jelolni, hogy melyik nyelvrél van

2

SZO:

0

Az elsérendti logikaban a kovetkezményfogalom jele: |-,

Néhéany fontos megjegyzés a szemantikus kovetkezményfogalommal kapcsolatban:
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Ha p tautolégia, akkor minden interpretacioban igaz, tehat abban is, amelyekben az

al -k hamisak. Ezért a tautologia lehet barmely formulahalmaz kévetkezménye. Ez

indokolja a tautologia jelolését|=, p.

al-k k6z6s modellje B-nak is modellje (forditva az éllitas nem igaz).

Tautologia kovetkezménye csak tautologia lehet: tautologia |=, tautologia.

A tautologia barmely a formula kovetkezménye: a |-, tautologia,

Kontradikcionak barmi lehet a kovetkezménye (specidlis esetben A is és az A
tagadasa is) : kontradikcio |-, a

Kontradikci6 csak kontradikcionak lehet kovetkezménye (hiszen méas formula esetén

igaznak kellene lennie ott, ahol a formula igaz): kontradikci6 |=, kontradikcio.

Azokat a kovetkeztetési sémdkat tekintjiik helyesnek, amelyekben a kovetkezmény
valéban a feltételek (szemantikai) kovetkezménye, igy felirhaté példaul, hogy a

Modus Ponens esetében (levalasztasi szabaly): {a, a—f } |-, p

Hogy a szemantikus kovetkezményfogalom meglétét megmagyarazzuk, ebben az
esetben azt kell vizsgalnunk, hogy ahol a és a—} igaz, ott a  igaz-e. Ha igen, akkor
helyes a kovetkezményfogalom, ha nem, akkor helytelen a kovetkeztetési séma. Csak
az els6 interpretacidban teljestil, hogy a és a—p igaz. Ebben a interpretaciéban f is

igaz, tehat valéban

{CI, C[_)B} |:o [3

téletvaltozok tabazata:

.

o|ID|T TR
.

o Bl e 1l

Tétel: al, (12, ...,at |=, B akkor és csak akkor, al AaZA ... Aal = B

Bizonyitds: (11, a2, ...,all egyiittesen akkor és csak akkor igaz, ha al Aa2A ... AaD

igaz.0
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E tétel alapjan a szemantikus kovetkezményfogalom feltételét a tovabbiakban

egyszertien a-val jelsljiik, ahol a-n mindig a=al Aa?A ... Aa™ formulét értjiik.

Mutassuk meg most a Modus ponens helyességét tigy, hogy a {a A (a—f) } |, B

formulat vessziik alapul!

Bizonyitsuk tovabba, hogy az aldbbi kovetkeztetési sémak is helyesek:

Modus tollens (elveté méd, kontrapozicio): {a—p, 7B } |5, ~a

Hipotetikus szillogizmus (feltételes szillogizmus, lancszabaly): {a—f, B—y }|-,a—y

Modus tollendo ponens / diszjunktiv szillogizmus (elvéve helyezé mod):
{aVB, =B} |- a

Indirekt: {~a——03,p} |5, a

Fontos a kovetkez¢ tétel, amely gyakorlati segitséget ad ahhoz, hogy a szemantikus

kovetkezmény helyességét bizonyithassuk.

Tétel: a |=, B akkor és csak akkor, ha a—f tautolégia.
Bizonyitds: a.) ha a |=, p akkor a—f tautologia:
a jelolt sor ez esetben nem lehet az igazsagtablaban, ugyanis akkor al=,  nem

teljestilne, hiszen ekkor p-nak legaldbb akkor kell igaznak lennie, amikor a igaz. A
maradék sorokra pedig valoban az i az igazsagérték.

b.) ha a—p tautolégia, akkor a |=, B:

Ha a—f} tautolégia, akkor a fenti igazsagtablaban jelolt sor nem szerepelhet, hanem
csak a jeloletlen, i sorok. Ezekben a sorokban viszont valéban a 3 legalabb ott igaz,

ahol az a.¢

22



Dr. Takacs Mérta Logika és altalanos formélis médszerek

1.7. példa: A Modus ponensnek {a, a—p } |5, P megfeleltethetd implikacio

0

tautologia, tehat a kovetkeztetési séma helyes:

p =B [@AG—) [@AG—H) =B
|

i
h
i
i

o e ol el e B ]
=5|=|=|=

h [
h [
h [

A fenti modszerrel bizonyithato, hogy az aldbbi kovetkeztetési szabalyok helyesek!
Modus tollens: {a—f, =B }|=, ~a

Hipotetikus szillogizmus: {a—{, p—vy} |5, a—y

Modus tollendo ponens / diszjunktiv szillogizmus (elvéve helyezé mod)
{aVP, =B} |- a

Indirekt: {ma——03,p} |5, a

Tétel: a |=,  akkor és csak akkor, ha a A—p azonosan hamis.
Bizonyitis: a |=, [ akkor és csak akkor, ha a—f tautolégia, vagyis ha —(a—{)

kontradikci6 (azonosan hamis). Ebb6l —(a—f)==(-aV p)=——aA-p=aA-p ¢

1.8. példa: Modus ponens {a, a—f } |-, P helyes:

o B a—p (@A (0—p)) | (@A(a—p))
A=

h

i
h
i
i

o= ||
=r| = =7 ="
jun e ) e

So|S|=

Gyakorlatképpen a fenti moédszerrel bizonyithaté, hogy az aldbbi kovetkeztetési
szabalyok helyesek, azaz a negéltjuk kontradikcio!

Modus tollens: {a—f, B } |-, "a
Hipotetikus szillogizmus: {a—, p—vy} |5, a—y

Modus tollendo ponens / diszjunktiv szillogizmus (elvéve helyez6 mod)
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{aVB, =Bt |- a

Indirekt: {~a—=03,p} |5, a

Tétel: {aV B, yV —B} |5, aVy (diszjunktiv szillogizmus altaldnosabban).

Bizonyitas.: igazsagtablaval, a kovetkez6k alapjan tobbféleképpen lehet:
a.) a definici6 alapjan
b.) a |=, B akkor és csak akkor, ha a—f tautologia

c.) a |, P akkor és csak akkor, ha a A—p azonosan hamis

A bizonyitast ezen médszerek barmelyikével az olvaso is elvégezheti.0

Megjegyzés: Az aV 3 és yV —p formulak un. kl6zok. E két kl6z rezolvense a V'y.

A helyes kovetkeztetési szabalyok minden lehetséges kiértékelése szerinti vizsgélata
hosszadalmas, nagy szamitasi igény(, szemantikus eljaras. Ezért olyan eljarasokat,
szintaktikai levezetési formékat kerestek, amelynek segitségével eldonthets, hogy
egy formulédval leirt kovetkeztetési séma helyes-e. A logika ezen elvei még inkdbb
alkalmazast nyertek az automatikus tételbizonyitasnal és a PROLOG nyelv
megalkotdsandl. A kovetkezményfogalom eldontésére a bizonyitott tételek alapjan az
Osszes interpretaciot meg kell vizsgélni, ezért forradalmi jelent6ségti a rezoltcié
alkalmazasa, amelyben Robinsonnak®® 1965-t6l fontos szerepe volt. A rezolici6
alkalmazasahoz sziikség van tovabbi formalis megkozelitésekre, a formuldk
normalizalt alakjara és azokra az alapvet6 formuldkra (axiomadkra) illetve levezetési

szabalyokra, amelyek az automatizmust lehet6vé teszik.

1.5 Normalformak

A konjunktiv normal forma (KNF) a Ki kl6zok konjunkcidja (i=1,2,...,n).
A Kkloz literdlok diszjunkcidja, a literal pedig egy atomi kijelentés, vagy annak

tagadasa.

Azaz a KNF diszjunkciok konjunkciéja, 1 KLAK2A ... AKD, ahol

15 John Alan Robinson (1928-), amerikai matematikus
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Ki= Alv a2y, vaAn ,az Al literal pedig pozitiv, ha A, negativ, ha ~A.

Tétel : Minden formulahoz létezik vele ekvivalens konjunktiv normalforma.

Bizonyitds: megtaldlhat6 a (Pasztorné, 2003) forrasban.

1.9. példa

a—pB=—aVp

De Morgan ~(aAB)="aV —p
~(aVp)=—~aA-p

aV (BAY=(aVBA(aVy)
aABVY)=(aAB)V (aAy) »

A diszjunktiv normaélforma (DNF) konjunkciok diszjunkcidja.

A DNF a KNF dualisa, hiszen a A helyett V, V helyett A miiveletek szerepelnek.

Feladat. Hozzuk konjunktiv normalformara az aladbbi formulat!
~[(A—B)—((CV A)~(CVB))=
~[(~AVB)=(~(CVA)V (CVB)I=
“[~(—AVB)V (~(CVA)V(CVB))]=
“[~(~AVB)V((~CA-A)V(CVB))]=
“[(AA-B)V (-CA—-A)V(CVB)]=
“(AA-B)A~(~CA—~A)A~(CVB)]=
(CAVB)A(CVA)A(-C)A-B

A Kklézok:

K1=(—AVB)

K2=(CV A)

K3=(=C)

K4=-B

25



Dr. Takacs Mérta Logika és altalanos formélis médszerek

1.5.1 Teljes mtiveleti rendszer

Minden formula kifejezhet6 a \/, — miveletekkel. Ezért azt mondjuk, hogy e
miiveletek teljes rendszert alkotnak.

A De Morgan azonossagokbol azonnal adédik, hogy ~(aV B)=—~ a/A-p, igy /\, =, és
hasonl6képpen bizonyithatéan a \/, — is funkciondlisan teljes mtiveleti halmaz. A A,
V' mtiveletekkel viszont nem lehet a —-t kifejezni, igy a konjunkci6 és diszjunkci6

egylittesen nem alkot teljes rendszert.

Feladat. Bizonyitsa be, hogy a — és — teljes rendszert alkot! (Hogyan alakithat6 az

implikaci6 ekvivalens diszjunktiv formulava?). Onélléan elvégzendé feladat!

1.5.2 A rezolucio alapelve
Tétel: a |=, W akkor és csak akkor, ha a/\ =W kontradikcio,

vagyis a=al Aa2 A ...Aal miatt al Aa2 A ... Aa A=W kontradikci6.

(A bizonyités igazsagtablaval elvégezhetd.)

Tétel: {aV P, yV-Pp} s aVy.

(A bizonyitds igazsagtablaval elvégezhetd.)

A fenti két tétel adja meg a az a rezolacié alapelvét, amelyet a tovabbiakban igy
alkalmazunk:

Adott a {al,a?, ...,a0 } formulahalmaz. E tétel alapjan el szeretnénk donteni, hogy
igaz-e: {al,az, ot} = W2

W-t is, és a feltételhalmaz formulait is konjunktiv normalformara hozzuk. Mikor igaz
egy KNF? Ha minden benne szerepl6 kloz igaz.

A kl6zokban viszont lehetnek negélt és negalatlan, azonos atomok. Ezek egytittesen
nem lehetnek igazak az egész formulaban, ezért ezeket a kl6zparokbol, amelyekben
szerepelnek, elhagyjuk, és a ,maradékbol” egy kl6zt képeziink, ez a rezolvens.

Az igy kapott kl6zzal bévitjiikk a formulahalmazt. Ezen 4j formula modelljét (amely

interpretaciéban igaz a formula) keresstik.
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A gyakorlatban tehat az adott {al,az, ...,a' } formulahalmazhoz el szeretnénk
donteni, hogy annak szemantikus kovetkezményfogalma-e a W, azaz {al,az, Lat}
=, W?

Miutan W-t is, és a feltételhalmaz formulait is konjunktiv normalformara hozzuk, az
al A2 A ... Aa? A=W formula is KNE-ben lesz.

Azt kell tehat megnézni, hogy van-e modellje. A fenti megjegyzés értelmében olyan
klé6zokat keresiink, amelyekben azonos atom pozitiv és negativ literalja szerepel.
Ezekbdl a fent leirt médon konstrudljuk az 4j klézt, a rezolvenst. Az eljaras akkor ér
véget, ha egy negalt és egy negalatlan literdl onmaga alkot egy-egy klozt. Ezek
rezolvense az ures kl6z, az azonosan hamis kl6z (NIL-nek is nevezik). Jele EGY KIS

NEGYZET, [

1.10. példa. Adott {Pl, P1—>Q1, Q1—> Q2}=AB (alap formulahalmaz, egy adatbazis
tényhalmaza példaul)
Keérdés: Q2 kovetkezmény-e ezen formuldknak?

Megoldas: {Pl, P1—>Q1, Q1—> Q2 } a feltételek halmaza, mindegyiket KNF-re kell

hozni:
AB={PL, -P1vQl, -QlV Q2
W=Q2, tagadasa: — Q2 (a tagadas itt olyan mint az indirekt feltevés)

Fentiek értelmében azt kell belatni, hogy az ABU {— Q?} formulahalmaz elemeinek

nincsen modellje, nincsen olyan interpretédcid, amelyben igaz lehetne.

Ha példaul pl igaz, akkor =Pl nem lehet igaz a 2. klézban, ezért mivel minden
kl6znak igaznak kell lennie, a Q1 literdlnak igaznak kell lennie ezért —'Q1 ekkor
hamis a 3. klozban, ami szerint tehat QZ igaz, de ekkor mar ellentmondésra

jutottunk, hiszen Q2 ¢s = Q2 egyszerre nem lehet igaz. (Azért kellene nekik egyszerre
igaznak lenni, mert kiilonboz6 kl6zokban szerepelnek, és az egész formula igazsagat
az dsszes kl6z igaz értéke garantalnd). fgy azonban nagyon nehéz bizonyitani, hiszen
minden lehetséges értékadast végig kellene nézni. Ezt oldja meg a rezoliacio

gyakorlati alkalmazasa.
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Igaz-e, hogy {P1, P1—Q1, Q1— Q2} |-, Q2

Ha igaz, akkor az ezzel ekvivalens (P14 P1—=Q1 A Q1— Q2)—> Q2 formula is igaz.

Igaz tovadbba az ezzel ugyancsak ekvivalens formula:
(P14 P1—Q1 A Q1— Q2)v Q2

A formula negaltja:

= (=(P1AP1=Q1 A Q1= Q) A = Q2

azaz a

(P1AP1—=Q1 A Q1> Q) A= Q2

formula viszont hamis.

Alakitsuk tovabb:

(P1AP1—Q1 A Q1> Q) A= Q2

PIAN= PV IA (= Q1 v Q) A= Q9

A formula KNF-ban van.

Hamisnak kell lennie, tehat keressiink ellentmondaést!

T G

lres Kloz

6. abra
Az1.10. példa rezoltciés félja16

Eredeti kl6zhalmaznak logikai kovetkezménye (|=,) a rezolvenssel Dboévitett

kl6zhalmaz.

Az tires kl6z az ellentett literalparbol jon létre.

16 Az abra elkésztéséhez a
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Ha a negalt eredeti implikdci6 normalformajab6l a rezolvensek kielégitetlen

kl6zhalmazt alkotnak, akkor az eredeti formula igaz.

A rezoluaci6 tovabbi lehetéségeket is kinal. Egy formulahalmazrol megéllapithatjuk,
hogy ellentmondasmente-e. A  formulahalmaz formulait és mitivelettel
Osszekapcsolva, és a formuldkat egyenként DNF alakra hozva rezoltacidval

megtalalhatjuk az egymasnak ellentmondé formulédkat, ha léteznek.

1.11. példa. Ellend¢rizziik, hogy ellentmondasos-e a {XVZ,~XvZXv = Z, = Xv — Z}
formulahalmaz!

Vezessiik le rezoliiciés modszerrel az iires klozt!

f
[ X vagy Z ] X vagy nem Z ] | nem X vagy Z I
e

nem X vagy nem Z

11. abra
Az 1.11. példa rezoltcios levezetése

Ha figyelembe vessziik, hogy a szemantikus kovetkezményfogalom atirhato
implikdciéovd, és a kapott formulanak tautolégidnak kell Ilennie a
kovetkezményfogalom helyességéhez, akkor a rezoltci6 ezen a feladattipus esetében

is alkalmazhato.

1.12. példa. Igazoljuk, hogy az alabbi ¢ formula tautolégia!
»=[(A=B)—=[(CVA)~(CVB)]]

Megoldas:

¢ akkor és csak akkor tautologia, ha — ¢ kielégithetetlen, ezért — ¢ -t KNF-re frjuk &t.
~9="[(A—B)—>[(CVA)—(CVB)]]=...=(~AVB) A (CVA)A(~C) A\ (~B)

Végezze el az olvas6 6ndlloan a rezoltcids levezetést!=
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A mindennapjainkban sokszor kell egy tényhalmaz alapjan egy 1j kovetkeztetés
levonnunk, de ugyanigy miikodnek a szakért6i rendszerek és a logikai programozasi

paradigma is. Modelleziink és alkalmazzuk a rezoltciét!

1.13. példa. Ha a l6éversenyek eredményeit az 0sszeeskiivék elére eldontik, vagy a
jatéktermeket keziikbe veszik a hamis jatékosok, akkor a turizmus kevesebb bevételt
hoz, és a véros kart szenved. Ha a turizmus kevesebb bevételt hoz, a rend6rség meg
lesz elégedve. A rendérség sohasem elégedett. Kovetkezésképp a loversenyek

eredményeit nem az Osszeeskiivék dontik ell”.

Megoldds: Modellezziik az alap-mondatokat, tényeket, kijelentéseket:

A: aloversenyek eredményeit az 6sszeeskiivik el6re eldontik

B: a jatéktermeket keziikbe veszik a hamis jatékosok

C: a turizmus kevesebb bevételt hoz

D: a véros kart szenved

E: rend6rség meg lesz elégedve

Az 6sszetett mondatok modelljei tehét a kovetkezok:

Ha a loversenyek eredményeit az 6sszeeskiivék el6re eldontik, vagy a jatéktermeket
keziikbe veszik a hamis jatékosok, akkor a turizmus kevesebb bevételt hoz, és a varos
kart szenved.

(AvB) —(CAD)

Ha a turizmus kevesebb bevételt hoz, a rend6rség meg lesz elégedve.

(C—E)

A rend6rség sohasem elégedett.

—E

Kovetkezésképp a loversenyek eredményeit nem az 6sszeeskiivék dontik el.

—-A

A kiindul6 feltételhalmaz (formulahalmaz) a {(AvB) —(CAD), (C—E), —E }, a

feltételezett kovetkezmény pedig —A. Bizonyitand6 tehat, hogy

17 A feladat forrasa
http://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop425/0046_a_matematikai_logika_alkalmazasszemleletu_targyalas
a/ch04s04.html
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{(AvB) ->(CAD), (C>E), —E }|=, -A

Készitsiik el6 a rezoluciot! Atirva igaz implikaciora

((AvB) >(CAD)) A (C—E) A —=E) > -A

KNF alakra hozva a feltételeket

(= (AvB) v (CAD)) A (=CVE) A —E) - -A

((wAA=B) v (CAD)) A (-CVE) A —E) > —-A

A formula els6 részében a disztributiv szabalyokat alkalmazva haladjunk tovabb
(((AA=B)vC)) A (HAA=B)v D) A (=CVE)A—=E) - —A

((FAVOA(=BVCO) A (HFAVvD)A(=BvD)) A (-CVE)A—=E) »> —A

A feltételek KNF alakban vannak (a kl6zokat kiemeltiik). Ha megnegaljuk az eredeti,
igaznak vélt formulat, a kovetkezmény negaltja is és-sel kapcsolodik a feltételekhez,
és akkor vérhatéan ellentmondasos formulahalmazt, kontradikciét kapunk, azaz
ellentmondasos parokat kell kerestink.

(FAVOA(=BVO) A (FAVD)A(=BVvD)) A (-CVE)A—=E A A

Jeloljuk a kl6zokat és végezziik el a levezetést:

K1: (-A v O

K2: (=B v C)
K3: (-A v D)
K4: (—B v D)
K5 (-CVE)
K6 —E

K7: A

K1 és K5 rezolvense R1: (—A v E)
R1 és K6 rezolvense R2 —A
R2 és K7 rezolvense az tires kloz.

Tehat a negalt formula ellentmondéasos, az eredeti igaz. *

Rezolucios stratégiak osszefoglalo:
A formulabol kl6zhalmazt (diszjunkcidkat) kell 1étrehoznunk.

Példaul, mint egy szemantikus kovetkezmény levezetésekor:
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{formulahalmaz}—F (igaz)
— {formulahalmaz} vF (igaz)
{formulahalmaz} —AF (hamis)

Fontos megjegyzések:

klozpéar rezolvense
XVvY,—YVvZ XvZ
Xv =Y,~YVZ Nincs, mindkét azonos alapt

literal negalt

Xv =Y, Z vV INincs, nics azonos alapt literal

—Xv—=Y, XvYvZ Nincs, két komplemens
literalpar van

X, — X Ures kl6z

Kiilonbo6z6 rezoluacios stratégiak léteznek.

1.14. példa. Vezessiik le kiilonb6z6 rezoltcids stratégidkkal az tires klozt az

{(XvZ,—-XvZ,Xv—7Z, = Xv—Z}formulahalmazbdl!

Xvagy Z X vagy nem Z | nem X vagy Z
y

k.

nem X vagy nem Z

Vezessiik most le levezetési (lineéris) faval!
{XVZ,_IXVZ,X\/—IZ, _IXV_IZ}

Hasznaljuk fel sorban a kl6zokat és a kapott (centrélis) —rezolvenseket
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XL, = X/, Xv =2, =Xv—21
X2, = X/, Xv =2, = Xv—L2,
XvZ,— Xvl,Xv =2, =Xv—=L2,
XVZ, = XL, Xv =2, = Xv—2,
XVZ, = XL, Xv—2, = Xv—2,Z7Z

[ - ]
| z | XvagynemZ
X

)}

p—

nem Xvagy nem Z

=

nemdZ

U

lres kloz

A linearis rezoluciorol, ahol a kézponti kloz ujra felhaszndalhato

§ kl6zhalmazbol valo rezolucios levezetés egy olyan ¢, c,, Gy kl6zsorozat, ahol

c. €5 vagy c; rezolvense (cgc,) klozoknak, és s,t<j (azaz c

J J

rezolvenst).

¢; "megel6zik" a c

J

S/

A levezetés célja az tires kloz.

Linearis rezolucios levezetéskor egy S kl6zhalmazbol egy olyan py, 41, Py, qy Py
q,, klozsorozatot szamitunk, ahol p;, q; €S.

A tovabbi levezetéskor (azaz i=2, 3,...n esetben) p; a (p;_1,9;_1) rezolvense ahol:

di1 eSvagy
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(s<i-1)-re valamely (p,, qg) parnak a rezolvense (azaz egy kordbban megkapott

centrdlis kloz).

A linearis rezoltcios levezetést abrazol6 levezetési fa jellegzetes.
Az eredeti S kl6z-halmazbol a linearis rezoltucidval levezetett kozponti klozok
csatlakoztathatok a felhaszndland6 kl6zokhoz.

Kozponti kl6zok, Mellék-kl6zok

kizponti kKldzok mellék kldzok

p2

‘L—f

13. abra
Linearis input rezoltcio

Linedris input rezoltciés levezetésnél csak egyszer hasznaljuk fel az eredeti
kl6zokat.

Egy S kl6zhalmazbdl valo linearis input rezoltcios levezetés egy olyan pq, q1, Py, 9o
- Ppyy dp, Kl6zsorozat, ahol q,,€S (mellék-, vagy oldalkl6z) minden i-re. Fontos, hogy
p1€S de pja p;_q.q .1 rezolvense ha i>2.

A linearis rezoltcio teljes, a linearis input-rezolici6 (egység rezoltcio) nem teljes.

A helyesség és teljesség fogalma a teljes bizonyitési eljards létezésének kérdésével

kapcsolatos. Egy teljes bizonyitasi eljards egyrészt azt jelenti az Osszes tétel

el6feltételeit mechanikusan el6 tudjuk &llitani, masrészt azt mondja, hogy a teljes
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matematika felépithet6 alapaxiomédk halmazanak logikai kovetkezményeként. A
teljesség kérdésének vizsgdalata igy a 20. szazadi matematika néhany legfontosabb
eredményének a megsziiletéséhez vezetett. 1930-ban Godel bebizonyitotta az els6é
teljességi tételt (completeness theorem) az elsérendd logikdra, megmutatva, hogy
minden szemantikailag kikovetkeztetett mondatnak létezik véges szintaktikai
bizonyitdsa. Viszont Robinson publikélta a rezoltciés algoritmust 1965-ben, amellyel
ez megvalosithatd lett. 1931-ben Godel bebizonyitotta a nemteljességi tételt
(incompleteness theorem). A tétel kimondja, hogy egy logikai rendszer, amely
tartalmazza az indukci6 elvét sziikségszertien nem teljes, azaz léteznek olyan

kikovetkeztetett mondatok, amelyeknek a rendszeren beliil nincs véges bizonyitasa.

1.15. példa. Vezessiik le 1épésenként lineéris rezoldciéval az tires klozt a formula-
halmazbol !
{(XVZ,~XVZXv = Z, - Xv —Z}=F

1. XvZ mert XvZ €F

2. —XvZ mert —-XvZ €F

3. Z mert 1. és 2. rezolvense
4. Xv—-2Z mert Xv — ZeF

5 X mert 3. és 4. rezolvense
6. - Xv—=Z mert—Xv—-ZeF

7. =Z mert5. és 6. rezolvense

8. ¢ mert 3. és 7. rezolvense

A kovetkez6 kérdés az, hogy mely formulahalmazbél lehet, érdemes lineéris

rezoltciot szerkeszteni.

1.5.3 Horn formulak és Hilbert axiomak
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A Horn® formula egy olyan F = Cq A ,..., A C, konjunktiv normalforma, melyben
minden C; kl6z legfeljebb egy pozitiv literalt tartalmaz.

Megjegyzés

—qq V... vV VqE (@A - Aq) > 9q

—qq V.- VvV QR = (91 A - AQy) > igaz

Hak =0, akkor q=igaz—>q  és hamis = igaz —hamis, ahol = a formuldk
ekvivalencidjat jelenti.

Olyan formulékat tekinttink, amelyekben nem fordul el6 A,v, <>,— és az igaz (jelolheti

1 is).

Hilbert axiomak:
1. (F>(G—H))—>((F>G)—>(F>H))
2. F>(G—F)
3. (F—>h)—h)—F, ahol h a hamis-t jeloli

ahol F, G, H tetsz6leges formulak.
Kovetkeztetési szabaly: levalasztas, (Modus ponens)

F,
F>G

G
ahol F, G tetsz6leges formulak.

Az érvényesség Hilbert-féle bizonyitdsanak vagy levezetésnek nevezziink egy olyan

Fq, Fy, .... F, sorozatot, ahol az E; formuldk mindegyike

1. axiéma, vagy

2. el6all az 6t megel6z6 formuldkbol levalasztassal.

Azt mondjuk, hogy F bizonyithat6, vagy levezethetd, ha létezik olyan Fq, Fy, .... F,

bizonyitas, melyre F = F,,. Hasonl6képpen egy X formulahalmazra:

18 Alfred Horn (1918 —2001), amerikai matematikus
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A ¥ formulahalmaz feletti Hilbert-féle bizonyitasdnak vagy levezetésnek nevezziink

egy olyan Fq, Fy, .... F,, sorozatot, ahol az F; formuldk mindegyike
axioma, vagy
Z -beli formula vagy

el64ll az 6t megel6z6 formulakbol levélasztassal.

Azt mondjuk, hogy F bizonyithat6, vagy levezethet6 a X felett, ha létezik olyan Fq,

Fy, .... F,, bizonyitas, melyre F = F,. Jelolése: |- F.

1.16. példa. Bizonyitsuk be, hogy |-, F>F, azaz hogy levezetheté az F—>F formula,

barmely F formuléra

Bizonyitis. Legyen G=F — F.

1.F > (G > F), (Ax2)

2.F -G, (Ax2)

3.(F>(G—>F)—>((F—>G) »(F >F), (Ax1)
4. (F »G) —» (F > F), (1. és 3., MP-szel)

5.F - F, (2. és 4., MP-szel)

Tehat tetszéleges F-re: |-, F>F

Megjegyzés: tovdbbi példdk taldlhaték az (Esik, 2011.) anyagban.

1.5.4 Helyesség és teljesség (soundness & completeness)

Osszefoglal6 a szemantikai kovetkezményfogalomrol:
Legyen P zart formulahalmaz. F lezart formula a P logikai kovetkezménye, akkor és

csak akkor, ha F igaz P minden modelljében. Jelolése: P|= F

A szintaktikus levezethet&ségrol:

Ha az F kovetkezményt formalis tton, a kovetkeztetési szabalyok alkalmazaséaval
allitjuk el6, kovetkeztetési 1épések sorozatan keresztiil novelve a premissza-formuldk
P halmazat, akkor F levezethet6 P-bdl. Jelolése: P|- F.

Ennek tudatdban targyalhatunk a helyességrdl és a teljességrol.
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Kovetkeztetési szabdlyok valamely halmaza helyes (sound), ha minden P zart

formulahalmazra és F zéart formulara, ha P|- F, akkor P|= F.

Kovetkeztetési szabalyok valamely halmaza teljes (complete), ha minden P zart

formulahalmazra és F zéart formulara, ha P|= F, akkor P|- F.

Hilbert rendszerének helyességét a és teljességét a kovetkez6képpen mondhatjuk ki:

tetsz6leges formula halmazra és F formuléra |=F, akkor es csak akkor, ha |-, F.

1.6 Fak a logikai problémamegoldasban

Egy F formula szerkezeti fdja egy olyan véges rendezett fa, melynek cstcsai
formulak:

- a gyokere F,

- —A csticsanak pontosan egy gyermeke van, az A formula

- az A*B cstucsdnak pontosan két gyermeke van, rendre az A és B formulak (ahol *
logikai mtivelet)

- levelei elemi (vagy prim, vagy atomi) formulék.

1.17. példa. Rajzoljuk meg a —=(X—Y)vZ formula szerkezeti fajat!
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1.18. példa. Az XY, Z itéletvaltozokat tartalmazé formula &ltalanos szemantikus

fajanak levelei maguk az itéletvaltozok.

Li L

=

T 1 1
Z1 i) 73 2 76 7
l |l Il | l l ‘ Il z8

Legyen A tetsz6leges nulladrendti formula. Az A interpretacidira vonatkozo (oAi és
(pAh feltételeket a szerkezeti rekurzié alapjan igy hatdrozzuk meg:

a) Ha A atomi formula, akkor goAi feltételt azok az I interpretaciok teljesitik,
amelyekben I(A)=i, a quh feltételt pedig azok, amelyekre I(A)=h.

b) a o —A)! feltételt azok az I interpretaciok teljesitik, amelyekben a (oAh feltétel

teljestil.

c) a (AnB )i feltételt azok az I interpretaciok teljesitik, amelyekben a goAi és a (oBi

feltételek egytittesen teljestilnek.
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p [.ﬁ_."-. B}i

I—l—l

d)a go(AvB)i feltételt azok az I interpretacidk teljesitik, amelyekben a goAi vagy a (pBi

H_

feltételek teljestilnek.

plAVB)"

o(AVB)

———

e) A p(A—B )! feltételt azok az I interpretéaciok teljesitik, amelyekben a (pAh vagy a
@B! feltételek teljesiilnek.

.Iﬂl.h

pBh

B)"

p=1
2
4

1.19. példa. Adjuk meg az (YvZ) A(Z——X) formula igazsagtdblajat, majd a

kiértékelési fajat, és vegyiik észre az tsszeftiggéseket!

XY 1Z X Z-oX(WZI(YWZ)AZ=X)
i ] i h

i 1 h h i h
0
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)
-~
—~
—~
~— .

j :‘||§ r‘||N )

A kiértékelési tablat egy tgynevezett lusta tablaval is leirhatjuk:

i
- i

1 L

=

Ezek szerint a formula modelljei: {(i,i,h),(h,i,i),(h,i,h),(h,h,i)}

Az (YVZ) A(Z——X) formula igazsagértékelés-faja:'

Pl(Y.2)
(Z——X))'
P(yvz)'
P (Z—>-X)'
: .
PR — —
Py pZ'
@zt @ (=X)' pz" @ (=X)'
@ (x)" @ (X"

Ne—— Ne—

A kuillonboz6 részformuldk kiértékelési 4ga mas-mas szinnel van jelolve.

19 A feladat forrasa: Pasztorné Varga Katalin , Varterész Magda, A Matematikai logika alkalmazdasszemléletii
targyalasa cimii konyve, 41. oldal
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A bal oldali 4gon visszafelé haladva azt latjuk, hogy Z hamis és Y igaz igazsagértéke
mellet X igazsagértékétsl fiiggetlentil modellje adédik a formulanak, azaz

mondhatjuk, hogy teljesithetd, és ezt a lusta tabla is igazolta.

Latjuk azt is, hogy a jobboldali &g bal 4gan egyszerre lenne Z kiértékelése igaz és
hamis, ez az 4g mutatja tehat, hogy ezen igazsagértékek mentén a formula

teljesithetetlen.

Mit lathatunk még a tablabol? A formula akkor igaz, ha a {(i,i,h),(h,i,i),(h,ih),(hh,i)}
rendezett harmasokbdl all6 halmazban, ahol a rendezett harmasok rendre a (¢X, ¢Y,
@Z) igazsagértékeket tartalmazzak, legalabb egy igaz, azaz ha (i,i,h)v(h,i,i) v (hih) v
(hh,i). Ha (i,ih) azt jelenti, hogy ¢Xi A@Yirn@Zl akkor ez a konjunkcié akkor igaz, ha
pXi A@Ying—Zi . Ennek alapjan a formula akkor igaz, ha

(XAYN—=Z) [(=XAYNZ) (XAY NA=L) A=XAYNZ) [(=XAYNA=Z) v (=XA=YNAZ).

fgy egy diszjunktiv normélformat (DNF) allitottunk el6 az igazsagtablabol.

A konjunktiv normdlforma (KNF) el6éllitasa az igazsagtablabol a kontradikcio
lehet6ségeibdl adodik, tehat:

((YVZ) NZ—-—X)) < (=X v=YVv—L) A (=X VY v—Z) A (=X VYVZ) A (X VY VZ))

—Xv=aYv—Z

—XvYv-—-Z

—XvYvZ

A konjunktiv normalformat egyszertsithetjiik a rezoltciés elv alapjan. Ha
(YVZ) N(Z-—X)) <>
(- XvaYv-LZ)A(-XvYv-Z)ar (- XvYvZ)an (XvYvZ))
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Mutassuk meg igazsagtablaval is az ekvivalenciat!

X Y |2 (X v=Yv=2) —XvYv-Z (=X v YvZ) XvYv2) KnF | (Yv2) ekvivalencia
AZ=—X)
i i i h i i i h h i
i i h i i i i i i i
i h | i h i i h h i
i h | h i i h i h h i
h i i i i i i i i i
h i h i i i i i i i
h h | i i i i i i i
h h | h i i i h h h i

A rezoluci6s elv alapjan is levezethet6 mindkét formulabdl ugyanaz a rezolvens.
(Xv=aYv-Z)A(-XvYv-L)A (= XvYvZ)AXvYvZ)

azaz K1 és K2 és K3 és K4. K1 és K2 rezolvense (=X v —Z), K3 és K4 rezolvense (Y v
Z). A két rezolvens rezolvense (—X v Y), ami ekvivalens az eredeti ((YVZ) A(Z—-—>X)

formulabdl levezethets rezolvenssel.

Hol latszik a ((YVvZ) A(Z——X)) >(=X vY) a faban?
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@Y. 2)
(Z—>-X))
p((Y.2)!
‘P(Z—‘) “VX)'
: )
JR— 1
(pyi ‘pzi
[ .- / 1 [ ‘ A 1
pZ" @ (=X)' ozt @ (—=X)'
@ (X)"

Bizonyitsuk be, hogy {(YVvZ), (Z——-X)} |= (=X vY), hasznéljunk linearis rezoltaciot!
{(YVZ), (Z—>—=X)} |= (=X VY) igaz, akkor

(YvZ
(YvZ

|

INZ—>—=X) = (=X VY) igaz
IN—Zv—=X) = (=X VY) igaz

(YVZ)A(=Z=VX)) v (=X VY) igaz

— (=((YVZ)A(=Z=VX)) v (=X vY)) hamis

(YvZ
(YvZ
A Klozok:
YVZ
—Z—-vX
X
-Y

/\(ﬁZﬁVX) A — (ﬁX VY) hamis

)
IAN(=Z—-VvX) A X A =Y) hamis
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Két parosithato klézzal inditunk, és a kapott rezolvenshez egy tjabb, még nem

felhasznalt kl6zt parositunk.

1.7 Halmazelmélet és a logika

A matematika egyik leggyakorlatiasabb, a tapasztalati forrdsokhoz legkozelebb es6
aga a halmazelmélet. A matematikai logika mellé a XIX. szdzad mdsodik felében
Georg Cantor® alapozta meg a matematikai elméletek axiomatikus felépitésének e
fontos alapjat. Az altalanos halmazelmélet arrél sz6l, hogy a halmazokat
tiiggetlenitjuk elemeinek tulajdonsagaitdl, azokt6l elvonatkoztatjuk, mert akkor
altalanos  Osszeftiggéseket mondhatunk ki, amelyek barmely halmazra
vonatkozhatnak.

A halmazt ugyan alapfogalomnak tekintjitk, de meghatarozhatjuk példaul a
kovetkezéképpen:

A halmaz olyan egyedek sokasaga, amelyeket egy vizsgélt tulajdonsag szerint egy

csoportba sorolhatunk. A halmazt alkot6 egyedeket a halmaz elemeinek nevezziik.

Halmazt képezhetnek példaul a szamok, az egy évfolyamra jaré hallgatok, egy
konyv fejezetei, és barmi mas csoportosulds. Ugyanakkor lathatjuk, hogy barmi
korulottiink egyed, mi magunk is azok vagyunk, elemei kiilonb6z6 halmazoknak. Ha

matematikai szempontbol vizsgalodunk, akkor fontos, hogy behataroljuk, mely

20 Georg Cantor (1845-1918), Oroszorszagban sziiletett, Németorszagban tanult és dolgozott
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univerzum elemeivel foglalkozunk. Tehat ha a szamok vilagat vizsgaljuk, akkor nincs

sziikség az emberek halmazanak vizsgalatra, figyelembe vételére.

Egy vizsgalt halmazt a sajat univerzumaban figyeliink meg.

A halmazokat a leggyakrabban Venn?! diagrammok segitségével vizualizaljuk. A
halmaz elemeit gorbe zart vonallal hatdroljuk, és ha ezt egyértelmtivé kell tenni,

akkor egy téglalapba rajzoljuk, amely az univerzumot hivatott jelolni (2.1. 4bra).

A halmazokat és az univerzumot (U) altaldban az &bécé nagybettiivel, a halmaz

elemeit kisbettikkel jeloljik.

A halmaz elemeit berajzolhatjuk a Venn diagramba,

=

de megadhatjuk leirassal vagy felsorolassal is.

Ha a halmaznak véges sok eleme van, akkor a

felsorolast kapcsos zardjelbe tessziik.

Ha egy halmazban nincs elem, akkor iires halmaznak nevezziik és & vagy {} moédon
jeloljuk.

Ha egy x elem az A halmaz eleme, akkor ezt igy jeloljikk: xeA. Ha egy y elem az A
halmaznak nem eleme, akkor ezt igy jeloljiik: y¢ A, vagy —yeA.

Két halmaz egyenl$, ha elemeik egyenl6k, azaz ha egy elem benne van az egyik
halmazban, akkor benne van a masikban is, és forditva. Formalizdlva, a matematikai
logika formalizmusat hasznalva:

A=BoVx((xe A>xeB)A(xeBoxeA)), vagy masképpen
A=BoVx(xe A<>xeB)

A halmaz részhalmaza a halmaz egyes elemeinek a halmaza. A halmaz ennek alapjan
sajat részhalmaza is egyben. A részhalmaz minden eleme ugyanakkor eleme az
eredeti halmaznak is, tovdbba az eredeti halmaznak lehetnek olyan elemei, amelyek

nem elemei a részhalmaznak. A részhalmaz fogalmanak formalizaldsa pontosan ezen

alapul.
U

atikusés filozofus

46



Dr. Takacs Mérta Logika és altalanos formélis médszerek

AcBVx(xeA—xeB)

Az A halmazt a H halmaz valdédi részhalmazéanak nevezziik, ha az A halmaz
részhalmaza a H halmaznak, de nem egyenl6 vele. Jelolése: Ac H.

A részhalmaz fogalmabol kovetkezik az is, hogy ha AcBés Bc A, akkor A=B.

Egy halmaz 0sszes részhalmazainak halmazat partikularis halmaznak nevezziik.
Bizonyitas nélkiil fogadjuk el, hogy 4 elem halmaznak 24 = 16, 5 elem®i halmaznak
25 =32, .., n elem( halmaznak 2" darab részhalmaza van. (Milyen magyarazat adhat6
erre az Osszefliggésre? )

A halmazelméleti egyenl6ségek bizonyitdsa a logikai ekvivalens formulak
segitségével egyszerti. A legalapvetS6bb egyenl6ségek a kovetkezéképpen

feletethet6k meg a logikai ekvivalencidknak:

Tétel. (pva)<>(qvp) azaz AUB=BUA

Bizonyitds: Ha (xe(AUB))«>(xeAvxeB). Legyen a p kijelentés az xe A, a q kijelentés
az xeB. Azaz a (xeAvxeB) kijelentés formalizalasa (pvq). Tekintettel arra, hogy a
(pva)«>(av p) ekvivalencia igaz, a kovetkez6képpen irhatjuk le a bizonyitast:

(xe(AUB))e>(xeAvxeB) & ((pva) < (qvp)) <> (xeBvxeA)«>(re(BUA))O

Hasonl6képpen belathat6 a kovetkez6k kapcesolata:
(pAg)<>(qap) és ANB=BNA
((pva)vr)«>(pv(qvr)) és (AUB)UC=AU(BUC)

((prg)ar)<«>(pA(gar)) és (ANB)NC=AN(BNC)

Igaz allitasnak (i) tekinthetjitk a kovetkez6t: xeU, hamis éllitasnak (h) pedig ezt: xe@.
A negaci6 ebben az egyszerii halmazelméleti megkdzelitésben a komplementer halmazt jeloli,

azaz ha —(xeA), de mindenképpen xeU, akkor
(=(=p))«> p  aztjelenti (AC)C =A
(pAi)«>p  aztjelenti AnU=A
(pAh)
)

(pvi

h aztjelenti AnG =0

©

i aztjelenti AU =U

I ¢
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(pvh)<>p aztjelenti AUD =0
(pA—p)<>h aztjelenti ANA =
(pv—p)<>i aztjelenti AUA" =U

De Morgan?22 azonossagok

—(pva)«>(—pAr—q) azaz (AuB)C =A"NB°

—(pArQ)«>(—pv—q) azaz (AmB)C =A“UB°

A disztributiv szabédlyok

(p/\(qu))e((p/\q)v(p/\r)) azaz An(BuC)=(AnB)U(ANC)

(pv(qAr))e((pvq)/\(pvr)) azaz AU(BNC)=(AuUB)n(AUC)

1.7.1 A halmazelmélet, a logika és a Boole algebra

Az olyan strukttrakat, amelyekhez egy nem {ires (legalabb kételemt) halmaz, és a
halmazon definialt két binér mtivelet tartozik BOOLE?® ALGEBRAnak nevezziik.

Igy a A={0,1} két igazsdgérték halmaza az » és a v mivelettel, (A, A,v) Boole

algebrat alkot. A mitiveletek és kittintetett elemek kapcsolatrendszerét a mtiveletek
kommutativ, asszociativ és disztributiv tulajdonsagai jellemzik, és érvényesiil a
komplementer-képzés szabdlya, azaz példaul inh=h,ivh=i..

Boole algebrat alkot tovabba az eseményalgebra, ahol a két kitiintetett elem (itt
halmaz) a biztos esemény (lehet a jel6lése 1) és a lehetetlen esemény (jelolheti 0), a
miiveletek az események metszete és unidja.

A halmazok halmaza, kitiintetett elemként az univerzummal és az iires halmazzal,
tovabba ugyancsak a metszet és unié miveletével ugyancsak Boole algebrai
tulajdonsagokkal bir.

Boole elméleti alapozéasa jelentésen hozzdjarult a szamitastechnikaban alkalmazott

logikai kapuk megépitéséhez.

22 Augustus de Morgan (1806-1871), angol matematikus.
23 Goerg Boole (1815-1864), angol matematikus
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1.8 Elsérendii logika?

Figyeljiik meg a kovetkez6 allitast: x<0.
Megéllapithat6-e az igazsagértéke? Igen, de két komoly megvalaszoland6 kérdés
meriil fel:

Melyik szamhalmazba tartozik az x szamvéaltoz6?

Vajon ha meghatarozzuk a halmazt, akkor annak minden x szamvaltozéjara
igaz az allitas, vagy csak létezik olyan eleme a halmaznak, amelyre igaz az allit4s?
Legyen példaul x egy természetes szam. Az x<0 allitas ilyenkor hamis. (Nincs olyan
természetes szam, amely kisebb lenne, mint nulla.)®
Legyen x egész szam, az allitas ilyenkor igaz, de nem minden egész szamra, azaz
létezik olyan egész szam, amelyre igaz.

Legyen x negativ egész szam, az allitds ilyenkor igaz, de minden egész szadmra.

Két fontos kovetkezménye van az el6bbieknek:
Ha egy formuldban olyan kifejezés (fuggvény, relacid) szerepel, amelyben egy
halmaz elemére (elemeire) vonatkoz6 valtozo szerepel, akkor a kifejezéshez tartozo
kijelentést csak tigy tudjuk kiértékelni, ha:

tudjuk, mely halmazbol val6 az elemet helyettesit6 valtozo;

tudjuk, hogy a halmaz barmely elemére, vagy csak egyes elemekre, (vagy
egyikre sem) igaz a kijelentés. Azaz: helyettesitve az 6sszes elemet a halmazbdl, vagy

csak helyettesitve néhany elemet lesz igaz az 4llitas.

Azt a halmazt, amelybdl az elemeket helyettesité valtozo értékeit veheti univerzumnak
(U) vagy hattérhalmaznak nevezziik.

Ha azt szeretnénk kifejezni, hogy az univerzum minden elemére igaz (vagy hamis)
egy allitas, akkor ezt igy jeloljtik:

(Vxell) allitas (amely igazsagértéke x helyettesitd értékétdl fligg)

2 ezen fejezet példai, meghatérozéasai elsésorban két forrasra hagyatkoznak, ezek az Esik(2011), illetve Bércesné
(2012)

% A szamhalmazokat és annak elemit a kovetkezd, a halmazokrol sz616 fejezetben definialjuk. Kérjiik ott
tekintse meg a leirasokat.
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Ha azt szeretnénk kifejezni, hogy az univerzumban létezik olyan elem, amelyre igaz
(vagy hamis) egy allitas, akkor ezt igy jeloljtik:

(xel) allitas (amely igazsadgértéke x helyettesit6 értékétdl fligg).

A fenti példakban:

(3xe Z)(x<0) (igy olvassuk: létezik olyan x egész szdm, amely kisebb, mint nulla). Az
allitas igy igaz.

(vxeZ)(x<0) (igy olvassuk: minden x egész szam kisebb, mint nulla). Az allitas
hamis, mert ha x helyére pozitiv szdmot vagy nullat helyettesitiink, akkor ez nem
igaz.

(vxeZ7)(x<0) (igy olvassuk: minden szdmra a negativ egész szamok halmazabol (z°),

a szam kisebb, mint nulla). Az allit4s ezen az univerzumon igaz.

Az elsérendi logika tehat a predikdtumlogika kiterjesztése mind szintaktikai, mind
szemantikai szempontbdl.

A predikatumlogikaban bevezetett formuldk tovabbra is szabalyosak, de megjelenik
két aj kvantor, a V és a 3. A kvantorokat tgy irjuk be a formuléba, hogy egyértelm
legyen a hatdsuk a formula tobbi részében szereplé valtozokra. Ha kell,
hangstlyozzuk ki a kvantorok hataskorét zardjelezéssel. A kiilonboz6 kvantorok
sorrendje egy formuldban meghatdroz6, mert a formula jelentését képes
megvaltoztatni egy kvantor-sorrend csere.

A kvantorokkal boévitett elsérendti logika szemantikdja nem értelmezhetd a
hattérhalmaz, az univerzum nélkiil, mert csak ennek ismeretében vagyunk képesek
kiértékelni a formulat.

Ha a (vxeZ )(x<0) formulat még altalanosabb alakban irjuk, azaz a kisebb relaciot
R(x,0) modon jelsljiik, akkor a (vxeZ )R(x,0) kijelentés az x halmazatol, az R relaci6

jelentésétol (interpretacidjatol) fiigg, és az Osszes lehetséges behelyettesitéssel nyert
relacié igazsagértékétdl, azaz meg kell vizsgilnunk az egyenl6tlenséget minden

olyan x-re, amely a Z~ ={-1-2,..} halmazbél valo.
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Az elsérendti logikaban is mtikodnek a helyes kovetkezetési szabalyok, de csak tgy
vizsgalodhatunk, ha kiértékeléskor '"végigfutunk" a valtozéértékekkel a teljes

Univerzumon.

1.19. példa. Figyeljiitk meg a kovetkez6 mondatokat:

Minden édesanya szereti a gyermekét. Maria édesanya. Janos Méria gyermeke. Ebbé6l
kovetkezik, hogy Maria szereti Janost.

Az els6 dolog, hogy elkiilonitsiik a feltételeket és a kovetkezményt. Majd a

tuggvényeket, relacidkat, igy:

Minden édesanya szereti a gyermekét. Feltételek
Janos édesanyja Maria.

Maria szereti Janost Kovetkezmény

Formalizalva: (Vx e E)(Vy € E)( Anyja(x,y) — Szereti(x,y)) , ahol E az emberek halmaza.
Anyja(Maria, Janos) tehat Szereti( Maria, Janos) .

A példdban most figyelmen kiviil hagytunk tovabbi tényeket és kapcsolatokat, a
szereplok nemére, kordra és egyébre vonatkozdan, de ezekkel is boévithets a

feltételrendszer természetesen.*

Mondjuk el a kovetkez6 mondatokat:

Minden veréb madar. Minden madar gerinces. Tehat minden veréb gerinces.
Kimondtunk feltételeket: Minden veréb madar. Minden madar gerinces. Es
kimondtuk a kovetkezményt: minden veréb gerinces. Mégsem hasznalhatunk
nulladrendti, azaz kijelentés-logikai formalizalast, hiszen azt mondtunk példéul,
hogy minden madar, tehat a sasok és méas madarfajtak is gerincesek. Sziikség van az
altalanos osztaly (madar. gerinces) és annak elemei kozotti kiilonbség (veréb. madar)
jelolésére. A  prédikatumokra vonatkozé s kvantorok bevezetésével ezt
megoldhatjuk. A formalizélas lehet példaul:

Ha Vx (V(x)—M(x)) és

V' x M(x)—>G(x))
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akkor
Vx (V(x)—G(x))

A V), M), G(x) predikitumok, a V az wuniverzdlis kvantor. Az x
valtozoszimbolum, a hattérhalmaz elemeit jeloli.

A formula értelmezéséhez az azokban szerepld jeloléseket interpretdlni kell. Az
interpretdlds azt jelenti, hogy megmondjuk, mi a jelentése a formuldban hasznalt
prédikatumszimboélumoknak, a valtozék milyen értékeket vehetnek fel, stb., hiszen
csak igy tudjuk megmondani, hogy a predikatum, azaz kijelentés igaz-e. A dolgot
tovabb bévithetjitkk halmaz elemein definialt figgvények bevezetésével, amelyek csak

részét képezik egy predikdtumnak.

Figyeljik meg a kovetkez6 formulat:

(3x e H)(R(f(x,2),0))

Igaz-e?

Legyen a halmaz a raciondlis szamok Q halmaza.

Megjelent egy fiiggvény: f(x,2). Ot is interpretalni kell. Legyen ennek a jelentése: az f
figgvény a két argumentuma, x és 2 dsszege, azaz (x,2)——>x+2. Lathatjuk, hogy a
hozzarendelt érték egy elem a hattérhalmazbol.

Interpretaljuk most az R relaciét. Ez mar predikdtum, tehéat igazsagértéket kell
hozzarendelniink. Jelentse R most az egyenléséget.

Azaz a formulét ezek ismeretében atirhatjuk igy is:

(IxeQ)(x+2=0)

fgy mar latjuk, hogy a kijelentés igaz, hiszen ha x helyére —2-t helyettesitiink, ami

benne van a Q halmazban, akkor a kijelentés igaz.

Adjunk most egy masik interpretaciot a formulanak.

Legyen a halmaz a természetes szamok N halmaza, N={1,2,3,..}.

Legyen az f fliggvény jelentése: az f fiiggvény a két argumentuma, x és 2 szorzata,

azaz (x,2)— —x-2. Lathatjuk, hogy a hozzarendelt érték egy elem a hattérhalmazbdl.
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Interpretaljuk most az R reléciét. Jelentse R most is az egyenléséget.

Azaz a formulat ezek ismeretében &atirhatjuk igy is:

(3xeN)(x-2=0)

fgy mar latjuk, hogy a kijelentés hamis, hiszen x helyére nem taldlunk olyan

természetes szamot, amely 2-vel nullat adna szorzatul.

Mindebbdl az a tanulsdg, hogy az ilyen predikatum kifejezések kiértékelése a
halmazbeli valtozok hattérhalmazanak (univerzumdénak), a fliggvények és relaciok
interpretdciéja és a helyettesitési értékekkel elvégzett szamitasok nélkiil
elképzelhetetlen. Konkrét igazsagértéke csak akkor lesz tehat a formuldknak, ha vagy
minden szerepl$ valtozéja kvantdlt, azaz a kvantorokkal kotott vagy minden véltozo
helyén konstans szerepel. Mindez értelemszertien a formuldk szemantikai
elemzéséhez kapcsolodik.

Ami a szintaxist illeti, mar lattuk hogyan haszndljuk a V és 3 kvantorokat a
mondatok modellezésekor. Ha a kvantorokkal kotott kijelentéseket figyeljiik, akkor
azok nyilvan lehetnek ugyanugy ¢sszetettek, mint a nulladrendt logikaban, azaz az
és illetve a vagy, tovabba a nem és a ha...akkor tartalma mondatok, amelyeket rendre

az A,v,—,—> jelekkel modelleziink.
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1.8.1 Az elsérendii logika szintakszisa, nyelve

1.8.1.1 A jelkészlet elemei

1.Els6rendt valtozok, vagy individuum valtozék (az univerzum elemeit
helyettesithetik): x, y, ..., x,,y,,..

2. Fuggvény jelek, vagy fliggvény szimbélumok: f, g,..., f1, §1,---

3. Predikatum jelek, predikatum szimboélumok, vagy relacié szimbolumok:

paqr .., p1 491 11 - (ha 0sszetettek akkor altalaban P, Q, ...)

4. Logikai mitiveleti jelek:A, v, —>,¢>, —, i (igaz), h (hamis),
5. kvantorjelek: 3,V

6. Elvalaszto jelek:) (ésa,

A valtozok halmaza megszdmlalhatéan végtelen, a fliggvény és predikatum
szimbolumok halmaza véges vagy megszdmlalhatéan végtelen.

Minden filiggvényszimbélumra és predikdtumszimbélumra adott a szimbélum
rangja, vagy aritdsa, amely nem-negativ egész szam.

A 0 aritasu fliggvényjel: konstans, vagy konstans szimbdlum.

Miel6tt tovabb épitenénk az elsérendti konstrukciokat, ki kell emelntink, hogy az
egyenl6ségjeles elsérendti logikdban az = relaci6 szimboélum Kkitiintetett,

hozzarendelést is jelent.

Az alapjelekbdl (a logika nyelvének alapszimbolumaibdl) termeket képeziink a

kovetkez6 szabalyok szerint:

A termek halmaza a legsztikebb olyan halmaz, melyre teljestil:
1. Minden valtozo term.

2. Ha ty,..., t;, termek, f egy n-ed rangu fiiggveényjel, akkor f{(t7 ..., t,; ) is term. (n = 0

esetén az f konstans jel.)
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Példaul: f(g(x, h(y)), c), ahol f és g 2-rangu fiiggvényijelek, h 1-rangt fliggvényijel, ¢

konstans szimbdlum, x, y valtozok.

Egy term alapterm, ha nem fordul el6 benne valtozé.
Minden term egyértelmtien olvashato, azaz vagy valtozo, vagy egyértelmien irhato

le: f(tl,"" t,) alakban, ahol f fiiggvényjel, b by termek.

Formulaképzés

Atomi formula egy p(t71 ..., t;;) alaku kifejezés, ahol p n-rangu predikatum szimbolum,
t1 ..., ty pedig termek. (ha n = 0, akkor ez maga a p jel)

A formuldk halmaza a legsziikebb olyan halmaz, amelyre teljesl:

1. Minden atomi formula egyben formula is.

2.1 és h formulak. Ha F és G formuldk, akkor (F AG), (F v G), (F -5G), (F < G) és (—F)
is formulak.

3. Ha F formula, x valtozo, akkor (3xF) es (VxF) formulak.

Megjegyzés: A szokasos precedencia szabalyokkal élve gyakran elhagyjuk a kiils, és
a feleslegessé valo6 zarojeleket. (Az F — (G — H) formula ugyanaz, mintaF -G —-> H

formula)

1.20. példa. p(x, f(y)) = (Fz(= g(x,2)), ahol x,y,z valtozdk, f 1-ranga fiiggvény jel, p,q 2-

rangu (aritdst) predikatum jelek.x*

Minden formula egyértelmtien olvashat, de fontos itt is elkiiloniteni a

részformulékat és a kvantorok hataskorét.

Legyenek F es G formulak.

F a G kozvetlen részformuldja, ha a G formula (—F), (F*H), (H*F) vagy (QxF) alaka,
ahol

* e{n,v,—,©} és Q €{3,V}, H formula, x valtozo.
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F a G részformulgja, ha 1étezik a formuldk olyan Hy, ... Hj, (n > 0) sorozata, hogy
Hop =G, Hy, =F, és Hj a H;_1 kozvetlen részformuldja, i = 1,...,n esetén.

Egy F formula pontosan akkor a G formula részformuldja, ha G felirhato
G =uFv

alakban alkalmas u és v szavakra, azaz ha F rész-szoként el6fordul G-ben.

Legyen F formula, G az F egy QxH alaka (Q kvantor) részformuldja. Ekkor az x H-
ban val6 el6fordulédsai kotottek. Az x egy F-ben valé el6forduldsa szabad, ha nem

kotott.

1.21. példa. Az alabbi formuldban a piros valtoz6 el6fordulasok kotottek, a zoldek
szabadok.

3x(p(x v) A Vz(q(ry) v r(x2))) v q(xx) *

Zart formuldnak vagy mondatnak neveziink egy olyan formulét, melyben egyetlen
valtozo6 sem fordul el szabadon.

1.22. példa. A 3 xVy p(f(x,y)) formulaban minden valtoz6 kotott, tehat mondat.

1.8.2 Az elsérendii logika szemantikaja

Legyen L els6rendii nyelv (mely a fliggvény és predikatum szimboélumokkal adott).
L-tipusda strukttra egy olyan B = (4, I, ¢) harmas, ahol:
1. A egy nemiires halmaz (univerzum),

2. I (interpretacié) minden f n-rangt fliggvényszimbolumhoz egy
I(f) : A > A fiiggvényt, és minden n-rangt p predikatum szimbSlumhoz egy

I(p) : A™ —{0,1} igaz vagy hamis igazsagértéket felvevs predikdtumot (vagy relaciot)
rendel,

3. ¢ minden valtozohoz az A egy ¢(x) elemét rendeli (, helyettesit6 érték”).
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Megjegyzés: Az n=0 esetben I(f)-et az A, I(p)-t a {0,1} halmaz egy elemével
azonosithatjuk.

Megjegyzés: Néha a struktira harmadik komponensét elhagyjuk, ekkor struktara egy
(A, I) par.

Megjegyzés: amennyiben a nyelv egyenl6séges, kikotjik, hogy I(=) az A halmazon

értelmezett egyenldségi predikatum.

Legyen t term, A = (A, I, 9) strukttara. Ekkor a t altal az A strukttrdban jelolt A(f) € A
elemet az aldbbi médon definidljuk:

1. Ha t = x, akkor A(t) = ¢(x).

2.Hat=1(ty, ..., t;), akkor A(ft) = I(f)(A(t7), ... , A(t7)).

Megjegyzés: I(f) helyett gyakran f-et, I(p) helyett p-t irunk.

1.23. példa.?¢ (Egy adott interpretaciohoz) Legyenek + és x 2-rangu fiiggvényjelek; -
1-rangu ftiggvényjel; 0, 1 konstansjelek, < 2-rangt predikatum szimboélum.

N = (No, I, ¢) ahol

1.No=1{0,1,2, ..},

2. I(") a rakovetkezési fliggvény, I(+) es I(x) az Osszeadds és szorzas fuggvények, I(0)
=0, I(1) =1 az No halmazbdl I(<) a szokasos rendezés.

3. 0(x) =2, ¢(y) =3, ... (mintha helyettesitési érték lenne)

Ekkor:
1.t=(x+1)xy, N (t
2.t=(xxy)+0 N (t)
3.t=(0+1)x1, N (t) =1. %

~

9
6

7

Legyen A = (A, I, ¢) strukttara, x véltozo, acA. Ekkor az A[x—a] az az (A, I, ¢)

struktara, ahol

go’(y)z{w’(y) ha x=#y

a ha x=y

% A példak forrasai Fiilop Zoltan, Esik Zoltan és Németh L. Zoltan elérheté kapcsolodé tananyagai
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Megjegyzés: a helyettesitést gyakran egyszertibben x/a médon jeloljiik.

Legyen F formula, A = (A, I, ¢) struktara. Az F érteke az A struktaraban az aldbbi
A(F)e {0,1} érték:

Ha Fap(ty, ..., t ) atomi formula, akkor A(F)=I(p(A(ty), ..., A(ty))-

Ha F =i vagy F =hl, akkor sorrendben A(F) = 0 illetve A(F) = 1.

Ha F = G*H, ahol *e{A,v,—,¢>}, akkor A(F)= A(G)*A(H).

Ha F =—G, akkor A(F)= - A(G).

(vagyis a helyettesitések alapjan szdmitjuk a logikai értéket)

Ha F = 3xG, akkor

A(F)= 1 havanolyanacAhogy A (G)=1
o kiilonben

Azaz ha van olyan x a (x/a) helyettesités, amelyre igaz az allitas. (a€A)

Ha F = VxG, akkor

A(F)= {1 habarmely ac A elemre A, (G)=1

- 0 kiilonben

Azaz ha barmely x> ahelyettesitésre igaz az éllitas. (2 €A)

Megjegyzés: Amennyiben A(F) =1, akkor az

A|= Fvagy AeMod(F)

jelolést is hasznaljuk, és azt mondjuk, A kielégiti az F formulat, vagy modellje az F
formuldnak. A a formuldban szereplé fiiggvények és predikdtumok A halmazbeli
interpretdciojara, illetve a halmaz elemeivel torténé szamolasra vonatkozo struktara.

Ellenkez6 esetben az A |+ F jellést is hasznalhatjuk.

1.24. példa: Legyen N=(N, I, ¢ ) a kordbban megadott példabol.
Ha ¢(x) = 0, akkor N |= Jy(y < x).

Ha ¢(x) = 3, akkor N |= Jy(y < x).

Tetsz6leges ¢ esetén N modellje az alabbi formulak mindegyikének:
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l.x<x+1, Vx(x<x+1).
2. Vx(x xx=x—> (x=0vx=1)).

3.VxVy(x=y v x<y v y<x).

Legyen t term, F formula, és legyenek A= (A, I, ¢) és A'= (A, I, ') struktarak.
1. Ha ¢(x) = ¢'(x) minden olyan x valtozéra, amely el6fordul t-ben, akkor A(t)= A'(t).
2. Ha ¢(x) = ¢'(x) minden olyan x valtozéra, mely szabadon el6fordul F-ben, akkor

A ()= A'(D).

Kovetkezmeény: A fenti jelolésekkel, A(t) fliggetlen minden olyan valtoz6 értékétdl,
mely nem fordul el6 t-ben. Tovabba A(t) fiiggetlen minden olyan valtozo értékétdl,
mely nem fordul el6 szabadon F-ben.

Ezért ha F mondat, akkor értelmes arrdl beszélni, hogy A|= F teljesiil-e egy A(A, I)
valtozo hozzarendelés nélkiili struktarara.

Az els6rendii logikdban is érvényes:

1. Egy F formulat kielégithet6nek neveziink, ha létezik modellje. Ellenkez6 esetben F
kielégithetetlen, vagy azonosan hamis.

2. Egy F formulat tautolégidnak (vagy érvényesnek, vagy azonosan igaznak)

neveziink, ha minden strukttra kielégiti. Jelolése: |- F.

1.25. példa. Tautoloégidk: i, Fv —F, F - F, F -G — F, ahol F,G tetsz6legesek.
Kielégithet6 formuldk, melyek nem tautolégidk: (p Aq) = —p, Ixp(x).

Azonosan hamis: h, FA —F, ahol F tetsz6leges. *

F akkor és csak akkor kielégithet6, ha —F nem tautolégia. F akkor es csak akkor
tautolégia, ha —F azonosan hamis.

Tetsz6leges F formulara és x valtozora:

|=F akkor és csak akkor, ha |= VxF.

(jelentése: egy formula akkor és csakis akkor azonosan igaz, ha univerzilis lezartja

igaz)
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F akkor és csak akkor kielégithetd, ha 3xF az.
(jelentése: egy formula akkor és csak akkor kielégithet, ha egzisztencialis lezartja

az.)

Azt mondjuk, hogy az F és G formulédk ekvivalensek, ha Mod(F) = Mod(G). Jelolése:
F=G.
(azaz ha megfeleltet6 modelljeik ekvivalensek. Mi is a modell? Tekinthet6 egyfajta

interpretacionak is. )

Allitas: F=G akkor és csakis akkor, ha |- (F&G).

1.8.3 Modell, igazsagérték, interpretacioé az elsérendti logikaban példikon
keresztiil

Igaz-e, hogy Vx 3y P(x,y)?

Fontos, hogy

- milyen értékeket vehet fel az x és y valtoz6?
- mi a jelentése a P prédikatumnak?

Azaz milyen modellben, strukttrdban vizsgalddunk?

L. interpretacio :

Legyen az univerzum a kib6évitett természetes szamok halmaza Ny, és P(x,y) jelentse
azt, hogy x<y.Ekkor a vx3y P(x,y) formula jelentése, interpretacidja:
(vxeN,)(IyeN,)x<y Vagyis, minden x természetes szdmhoz létezik egy nalanal

nagyobb y természetes szam.

Ebben az interpretacioban tehat a formula igaz.

I. interpretacié: az univerzum a kibgvitett természetes szamok halmaza, azaz U:=N,),
P(x,y)=y<x, vagyis, igaz-e, hogy (vxeN,)(IyeN,)y<x.

Ez nem igaz, mert az x=0-hoz nincs ilyen y. Hamis.
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III. interpretdci6: univerzum:= raciondlis szdmok x,yeQ, a P(xy) prédikdtum
jelentése: x-y=1 (azaz P(x,y) igaz, hax-y=1).

A formula kiértékelése hamis, mert 0eQ elemre nincs ilyen y.

IV. interpretacié: univerzum:= emberek halmaza, P(x,y) predikatum jelentése: x-nek
y az édesanyja. Igaz-e, hogy vx3yP(x,y), vagyis, hogy V (minden) embernek
3 (1étezik) édesanyja?

Ez igaz.

A kvantorok sorrendjérél

Strukttranak nevezziik a (H,#) rendezett pért, ahol H egy nem iires halmaz, * a
halmaz elemein definidlt binér mivelet (azaz két elem rendezett pérjahoz a
halmazbdl egy elemet rendel, lehet6ség szerint a ugyancsak a halmazbdl). Most
targyaljunk csak olyan eseteket, amelyeknél a hozzarendelt elem is a halmazbdl valo,
azaz a muvelet zart. (A természetes szdmok halmazan a kivonds nem zart, azaz az
(N, -) struktarat nem targyaljuk.)

Altalanosan a binér miivelet tulajdonsagait igy irhatjuk le helyes, elsérendii
logikdban megfogalmazott mondatokkal:

1. (vxeH)(VyeH)(x*yeH), azaz a mtivelet zart a halmazon.
2. (vxeH)(vyeH)(vze H)((x wy)kz=x%(y* z)) , azaz a miivelet asszociativ a halmazon.
3. (3eeH)(VxeH)(x*e=e*x=x), azaz van egy semleges eleme a halmaznak
VxeH)(Ax' e H)(x*x'=x"*x=¢), az elemeknek van semleges parjuk
ges parj
5. (vxeH)(VyeH)(x*y=y*x), azaz a mlivelet kommutativ.

Ha a strukttra rendelkezik az 1. és 2. tulajdonsédggal, akkor félcsoport, haaz1., 2., 3.,
és 4. tulajdonsaggal akkor csoport, ha pedig minden tulajdonsaggal (1-5.), akkor
kommutativ csoport, vagy Abel?’ csoport.

Ha egy mtveletet vizsgélunk egy szamhalmazon, akkor tudnunk kell, van-e olyan

elem, amely nem véltoztat az eredetin, azaz "semleges". Legyen a példankban a

27 Niels Henrik Abel (1802-1829.) norvég matematikus.
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halmaz az egész szdmok Z halmaza, a mtivelet pedig az Osszeadds, azaz a (Z,+)
struktarat vizsgaljuk. 28

Két egész szdm Osszege egész szam, és az Osszeadas a szamhalmazokon asszociativ.
Ha barmely elemhez hozzdadjuk a nullat, akkor az eredeti dsszeadandé lesz az
Osszeg:

(30€Z)(vxeZ)(x+0=x)

Igy olvassuk: létezik egy olyan elem (a nulla) az egész szdmok halmazaban, amelyet
barmely egész szamhoz (x-hez) hozzaadva azon nem valtoztat (x+0=x).

Az el6z6ek ismeretében elvarhatd, barmely egész szamhoz létezik egy olyan parja,
amellyel Osszeadva az Osszeg a nulla lesz (azaz van mivel "semlegesiteni" az
elemeket):

(vxeZ)(3(—x) e Z)(x+(-x)=0)

A semlegesitésre azért van sziikség, mert az egyenletek megoldédsa igy lehetséges, hiszen
példaul az x—2=3 egyenlet akkor marad egyensulyban (azaz ekvivalens a megoldashalmazt
illetden), ha mindkét oldaldhoz hozzaadjuk ugyanazt a szamot: x—2+2=3+2. Igy a bal oldal

mar kezelhetd, hiszen 2 és +2 ellentett parok.

Figyeljik meg: amig az (30eZ)(vxeZ)(x+0=x) formuldban egy semleges elem van
mindegyik elemhez, addig az (vxeZz)(3(-x)eZ)(x+(-x)=0) formuldban mindegyik elemre
van egy hozza tartoz6 ellentett elem.

Ha ezekben a formuldkban felcserélnénk a kvantorok sorrendjét, akkor a mondatok

egészen mast jelentenének.

Megjegyzés:

Ha P prédikatum, lathattuk, hogy P(x,y) jelentheti példaul azt, hogy x<y.
Onmagéban a P(x,y) jelsorozat csak annyit jelent, hogy az univerzum elemei kozott
egy kétargumentumos relacié van értelmezve. A kétargumentumos predikatumokat,
illetve az interpretalasukkal a relaciokat sokféleképpen lehet jel6lni, ha &ltalanos
formulat frunk akkor altaldban az tgynevezett prefix jelolést hasznéljuk, de léteznek

mas tipust jelolések is:

8 A (Z,+,) struktararol az 5, fejezetben esik sz0.
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az x<y, xPy jelolés az infix (kozben jelolt),

az <x,y a prefix (elol jelolt) médszer

a P(x,y) vagy Pxy altalanos prefix

ésaz (x,y)P vagy xyP a postfix (hatul jelolt) médszer.

Példa a helyettesitésekre®.

Legyen adott a

3y (PLELEL(E0)),y)v ¥ x (P2(E())— P3(x,y)))

elsérendti formula, melynek nyelve az L1, (P1, P2, P3; {0, f1) predikatumokat és
fiiggvényeket hasznal, melyeknek aritasa rendre (2,1,2;0,1).

Az interpretacidhoz tarozik, hogy az univerzum, azaz x és y hattérhalmaza a {0,1}
kételem( halmaz.

P1 értelmezése: P(0,1)=h, P(0,0)=i, P(1,1)= i, P@0)=h (ha egyenl6k az
argumentumok, akkor igaz a P)

P2 értelmezése: Q(0)=h, Q(1)=i

P3 értelmezése: S(0,1)=i, S(0,0)=h, S(1,1)= h, S(1,0)= h, (ha az els6 argumentum
kisebb mint a masodik, akkor igaz)

f0:=1, £(0):=1, £(1):=0.

A formula kiértékeléséhez ellendrizziik, hogy minden véltozé kotott-e. Ebben az
esetben igen. (Ellendrizhet6, hogy ha a teljes formuldt nem kotjilk meg az y-ra
vonatkoz6 wuniverzalis kvantorral, akkor a formulat ne tudjuk egyértelmien
kiértékelni.)

Az P1(f1(f1(£0)),y) L1-beli formula kiértékelés az adott interpretacion torténik.
Adjunk el6szor értéket a megadott £f0:=1, f£(0):=1, f£(1):=0 tények alapjan az els6
részformuldnak, ami igy P1(f(f(1)),y).

Ha y=1, akkor P1(f(f(1)),1) amibdl helyettesitéssel P(1,1)=i.

Ha y=0, akkor P1(f(f(1)),0), P(1,0)=h.

A formula masodik részében: Vx (P2(f(x))— P3(x,y)), ami a kovetkez&képpen alakul

az interpretaci6 és helyettesités utan:

29 A példa forrasa: Bércesné Novak Agnes jegyzete:
http://users.itk.ppke.hu/~szakol/elsorendu_logika 20112.pdf
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Ha x=1, és tudjuk, hogy P2 értelmezése: Q(1)=i, Q(0)=h, P3 értelmezése: S(1,1)= h,
S(1,0)= h, akkor a P2(f(x))— P3(x,y) formula, ami ezek szerint Q(f(1))— S(1,y), azaz
Q(0)— S(1,y), helyettesitve h—h, ami y értékétdl fuggetleniil mindenképpen igaz.

Ha x=0, és tudjuk, hogy P2 értelmezése: Q(1)=i, Q(0)=h, P3 értelmezése: S(0,1)=;,
S(0,0)=h, akkor a P2(f(x))— P3(x,y) formula, ami ezek szerint Q(f(0))— S(0,y), azaz
Q(1)— S(0,y), helyettesitve i—h, azaz h ha y=0, és i—i azaz i ha y=1.

Osszesitve:

Ha y=1 akkor (P1(f1(f1(f0)),y)v Vx (P2(f(x))— P3(x,y))) formula igazsagértéke
iv(i—1), ami igaz.

Ha y=0 akkor (P1(f1(f1(f0)),y)v Vx (P2(f(x))— P3(x,y))) formula igazsagértéke
iv(i—h), ami igaz.

Van tehat olyan y a halmazban, amelyre a P1(f1(f1(f0)),y)v Vx (P2(f(x))— P3(x,y))
formula igaz. Lathatjuk, akar azt is mondhattuk volna, hogy minden y-ra igaz a

formula. *

Ami azonban ezekbdl a példakbdl is kideriil, hogy az ilyen elemzés bonyolult, és
koran sem mondhaté automatikusnak. Felmeriil tehat a kérdés, hogy vannak-e az
elsérendli logikdban olyan azonosan igaz formuldk (amelyek univerzum-
fiiggetlenek), és egyszertsithetik a folyamatot? Vannak-e helyes kovetkeztetések?
Vannak-e normalformdk? Mi torténik a helyességgel és teljességgel? Hogyan

képzelhet? el a rezoltci6?

1.8.4 Fontosabb elsdrendii ekvivalens formulak

Olvassuk el a formulakat, és bizonyitas nélkiil, de értelmiiket vizsgalva fogadjuk el a
kovetkezoket:

=V xP(x)= I x~P(x
~ IxP(x)=V xP(x
~ Ix~P(x)=V xP(x
=V x=P(x)= IxP(x
V' xi VXA (Xi,Xj,... )= VXV xi A(Xi,Xj...)

)
)
)
)
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Ixi IA(X,X5,...)= X I X A(Xi,Xj,-..)

IxIy(A(X) VB(y))= Ix A(x)V Ix B(y)

Ix(A(x) VB(x))= Ix A(x)V Ix B(x)

Vx(A(x) AB(x))=V xA(x) A\ VxB(x)

VxVy(AX)AB(y))=VxAX) A Vy B(y)

A fenti formuldk a kvantorkiemeléshez elengedhetetlenek, hiszen mar korabban
lattuk, hogy a kvantorokkal kotott valtozéja formuldkat, mondatokat tudjuk

egyértelmiien kiértékelni.

1.8.5 Prenex formulak

Azokat a mondatokat (kvantorokkal kotott valtozéja formuldkat), amelyekben a

kvantorok kizar6lag a mondat elején szerepelnek prenex formuldknak nevezziik.

A prenex formaba val6 atiras algoritmusa nagy vonalakban a kovetkezé:

1. A logikai 6sszekotdjelek atirasa =, A, V-ra.

2. A DeMorgan szabalyok alkalmazasa addig amig a — hataskore atomi formula nem
lesz.

3. A kvantorkiemelési szabalyok alkalmazésa addig amig minden kvantor a formula

elejére nem kertil (ami kvantormentes formulat eredményez).

1.28. példa®.
Vx (VyP(xy) A3y=— (Q(y)—P((xa)))— = VxIy(=Plxy)—>R(xy))
1. 1épés. Irjuk 4t a bejelslt implikaciot — és v mtiveletre
Vx (VyP(xy) A3y= (Q(y)—P((xa)))— = VxIy(=P(xy)—=R(xy))
(Vx (VyP(xy) A3y= (Q(y)—P(xa))) (= Vx3y(=P(xy)—=R(xy)))

frjuk at a belsé bejelslt implikaciokat — és v miiveletre
—(Vx (VyP(xy) A 3y= Q) —~Pxa))) v(=VxIy(EP(xy)—R(xy)))
(VX (VyP(oy) A3y— (-Q(y) VP(a)) V(= Vx3y(-=P(xy) R(xy)))

%0 A példa forrasa: Bércesné Novak Agnes jegyzete:
http://users.itk.ppke.hu/~szakol/elsorendu_logika 20112.pdf
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2. 1épés. Vezessiik végig a negaciokat az atomi formulékig!
= (Vx (VyP(xy) ATy (-Q(y) VP(x,a)))) v( — Vx Jy(——P(xy) VR(x,y)))
(Ix = (VyP(xy) Ay (Q(y) ~=P(xa)))) v( Ix Ty(P(xy) VR(x,y)))

)

M) v AxVy - (P(xy) VR(xy)))
)

( (
(Ix (Fy—P(xy) vVy- (Q(y) ~r—=P(xa)))) v( IxVy (- P(xy) »R(xy)))
(Ix (Fy—P(xy) vVy (-Q(y) v——P(xa)))) v( IxVy (- P(xy) » R(xy)))
(Ix (Fy-P(xy) vVy (-Q(y) VP(xa)))) v( IxVy (- P(xy) » R(xy)))

3. 1épés. Alkalmazzuk a kvantorkiemelési szabalyokat, de figyeljik meg, van-e
ugyanolyan nevii valtozénk kiilonbozs, eltéré hatdskorti kvantorokkal kotott
részformuldkban! Ezek ugyanis mas valtozéértékekre utalnak.

(Ix(3y—P(xy) Viey (QF) VR(xa))) v( = xFSIERESIASRESS))

Haérom olyan fliggetlen részformulat is lathatunk, amelyekben y a kotott valtozo.

y-ra el6szor végrehajtjuk az y/yl helyettesitést a Vy-al kezd6d6 masodik

részformuldban és az y/y2 helyettesitést a Vy al kezd6d6 harmadik részformuldban

(Ix(3y-P(xy) iyl (GQ(y1) VP(x.a)))) v( = NNV ASR(D))

)
Ha figyelembe vessziik a Ix(A(x) V B(x))= Ix A(x) V Ix B(x) szabélyt, akkor
(Fx(Fy—P(xy) v¥yl (—=Q(y1) vP(x,a)))) M( [ExVy2 (=P(x,y2) A—=R(x,y2)))
IX((Fy—-P(xy) vWyl (=Q(y1) vP(x,a)))) M(Vy2 (—P(x,y2) A—R(x,y2))))

A tobbi kvantor hataskore akkor is egyértelmd, ha a formula elejére irjuk, tehat

dxdy Vyl Vy2 (=P(x,y) v =Q(y1) VP(x,a)) v (=P(x,y2) A~=R(x,y2)))

Ez a formula mér prenex alaka.
Tovabbi kérdésekre kell valaszt kapnunk. Az, hogy dx Iy azt jelenti, hogy ha
megtalaltuk a megfelel6 x illetve y valtozo, helyettesithetjiik-e, van-e a tobbi kotott

valtozoknak erre valamilyen hatdsa? Hiszen ha csak univerzalis kvantorunk marad,
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akkor vilagos, hogy minden hattérhalmazbeli elemre helyettesiteniink kell a
valtozokat és ellendrizni a formula igazsagértékét.

A masik kérdés, hogy ha a formula torzsét tekintjiikk, akkor a kovetkeztetések
levondsdhoz korabban is normalformat vartunk el. Vajon ennek mi a moédja az
els6rendti formuldk esetében?

A els6rendi mondat kielégithet, ha van olyan interpretaci6, amelyikben igaz. Ezt
az interpretaciét a formula modelljének nevezziik. Az els6rendd mondat érvényes,
ha minden interpretaciéban igaz. Az els6rendi mondat kontradikcié

(kielégithetetlen), ha minden interpretaciéban hamis.

1.8.6 Skolem normalforma

A vxVx,.Vx,F(x,,x,,..x,) alaka formula Skolem normalforma alakd, ha F, azaz a

formula torzse kvantormentes, konjunktiv normalforma alaka formula.

Skolem bizonyitotta, hogy tetszéleges elsérendli formuldhoz megszerkeszthet6 egy
Skolem normélforma. Bizonyithaté tovabba, hogy annak ellenére, hogy a
skolemizaci6 folyaman bevezetiink 4j valtozokat, atneveziink, kvantort emeliink ki, a

kiértékelés szempontjabdl ez a szemantikai értelmezést nem valtoztatja meg.

A korébbi példaban lattuk, hogyan készitjiik el a formula torzsének normal alakjat, és
hogyan terjesztjiik ki a kvantorok hataskorét a teljes formulara, mondatta zarva azt.

Az egzisztencialis kvantorok szerepe viszont kiilon vizsgalandé.

Az egzisztencidlis kvantoros el6tagokat tgy hagyhatjuk el, ha a kotott valtozoét
helyettesitjtik.

Ha nincs univerzdlis kvantor hataskorében az egzisztencialis kvantorral kotott
valtozo, akkor egy 4j konstans-szimbélummal helyettesittink.

Ha univerzalis kvantor hataskorében van az egzisztencidlis kvantorral kotott valtozo
(azaz azon V 4ltali kotések esetében, amelyek megel6zik az illet6 3 kotést), akkor egy

4j fuggvény-szimbolummal helyettesitiink, melynek argumentumai az univerzalis
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kvantor(ok) &ltal kotott valtozok, hiszen el6fordulhat, hogy a helyettesitend6 valtozo

értékeire hatassal van az univerzalis kvantorral kotott valtozo.

1.29. példa. A 3xvy3zvs3t f(x,y,z,s,t)

formuldban a t valt6zo6t két univerzalis kvantor el6zi meg, y és s valtozok
tekintetében, tehat t fugghet t6liik. Ezért a 3 kotés elhagyasa csak akkor lehetséges,
hogyha biztositjuk ennek az esetleges fligg6ségi viszonynak a leirasat, példaul egy
t/ g(y,s) helyettesitéssel.

Ha az adott formula nyelvében nem foglalt az a név, akkor konstansként
helyettesithetjiik vele az x valtozét, mert a formula teljestiléséhez az kell, hogy
létezzen egy x valtozoérték, példaul a.

Minden figyelembe véve a kovetkez6 kapjuk:

Ix Wy 3z Vs 3¢ f(x,y,2,58,t)
1T

\
x/a z/fy)  t/8(ys)

A kapott formula tehat skolemizalt:
vyVs f(ay. f(y).58(y.5))-

Ha teljes kiértékelést szeretnénk elvégezni, akkor alkalmaznunk kell a skolemizacion
tal az egyesit6 szabélyokat is, hiszen felismerhet6ének kell lennitik a formulatérzsben
a megfelel6 helyettesitend6 valtozok.

Egy formulét kiigazitottnak neveziink, ha nincs olyan véltozo, mely kotstten ‘és
szabadon is el6fordul, és kiilonb6z6 kvantor el6forduldsok rendre kiilonbozé

valtozokat kotnek le.

Jeloljunk a kovetkezéképpen: a predikatumszimboélumok: p,q,r,P,QR,... a valtozok:
x,y,z,5t,u,v,w,... a konstansok (nulla-véltozos fliggvényszimbolumok): c,de,... a
tiiggvényszimbolumok pedig: f,g,h,i,j k1, mn.

A predikdtumszimboélumnak van aritdsa, ami nem mas mint a valtozéinak a szama.

A termeket igy értelmeztiik:
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Minden valtoz6 term.
Ha f fliggvényszimbo6lum, mely n véltozos és t1,t2,...tn termek, akkor f(t1,t2,...,tn) is
term. A masodik pontban n=0 esetén kapjuk, hogy minden konstans term. Mindig

csak valtozok helyére szabad helyettesiteni, konstansok helyére nem!

Az alaptermek a valtozomentes termek, azaz: minden konstans alapterm.
Ha f fliggvényszimbolum, mely n valtozés és tl1,t2,..tn alaptermek, akkor

f(t1,t2,...,tn) is alapterm.

Példaul, ha Fgv={cf(.),g(.,.)}, akkor g(x,f(c,g(y,c))) term, f(g(c,f(c))) pedig alapterm. Az
Fgv feletti alaptermek halmaza

TO={c,£(c) 5(c,0) (E(c)) 8(E(0), ) 8(c£(c) BE(E) ) £(5(c.0)), -

Az Fgv-rol csak annyit fogunk feltenni, hogy a vizsgalt formuldk minden
fuggvényszimboélumat tartalmazza, hogy TO ne legyen {ires. Ezért, ha a formuldkban

nem lenne konstans, akkor vegytiink be egy c konstansot a Fgv-be.

1.8.7 Herbrand kiterjesztés

Ha F=Vx1Vx2..VxnF* egy zart Skolem normalforma, akkor F Herbrand
kiterjesztése a kovetkez6: E(F):={F*[x1/t1][x2/t2]...[xn/tn], ahol ti=TO0, i=1..n} azaz
F*x valtozoit alaptermekkel kell helyettesiteni minden lehetséges médon. Egy 2 zart
Skolem normalformédkat tartalmazé formulahalmaz Herbrand Kkiterjesztése:
E(Z)=[FEXE(F)].

2 akkor és csak akkor elégithet6 ki, ha E(X) kielégithets. Végiil legyen E'(X) az E(Z)
konjunktiv normélformdinak kl6zhalmaza. Ennek kielégithet6sége nulladrendti
rezoltciéval vizsgélhatd, hiszen mér csak alapklézokbél &ll, amikben nincsenek

valtozok.
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1.30. példa.®! Irjuk fel a kovetkezé formuldk, illetve formulahalmazok Herbrand
kiterjesztését, majd vizsgaljuk annak kielégithet6ségét alaprezoltcioval.

Természetesen, ha sziikséges, akkor el6bb végezziik el a Skolemizaciot.

a)X={JzVxp(x,y,z), Vx I z-p(z,y,x)}

b)F=Vx(p()— 3 yq(y))

QF=VxVy(3zp(z) A Fu(q(xu)—3vq(y,v)))

d)F=3x(~ Jyp(y)— F2(q(2)—1(x)))

e)F=Vx((p(f(9)) V@) A~p(f(f(x))) A ~q)

HF=VxVy(CpX) V-p@) Vay) ApE) A (pgbx) vV ~q(b)

Megoldas
2={3zVxp(x,y,z), Vx I z7p(z,y,Xx)}

Lezaras (az egész halmazra egydiitt). Az y szabad valtozé 1j, mondjuk a konstanssal
helyettesitésével: X'={ 3z V xp(x,a,z), Vx I z7p(z,a,x)}

Skolemizéacié (formuldnként) Az els6 formuldban = z miatt z helyére b, a
masodikban 3z helyére f(x) Gj Skolem fliggvények bevezetésével:

2'={Vx p(x,ab), Vx ~p(f(x),ax)}

Ez mér zart Skolem normalformék halmaza.

2'={Vxp(x,a,b), Vx-p(f(x),ax)} halmazban szereplé fiiggvényszimboélumok:
Fgv=(ab()}

Szerencsére most van benne konstans, nem kell hozzavenni.

Igy TO={a,b,f(a),f(b),f(f(a)),f(f(b),...}

Ezért 2" Herbrand kiterjesztése:
E(=")={p(a.a,b),p(b,a,b),p(E(@)a,b),p(£(b),a,b),..~p(E(@),a,a),~p(E(b),a,b), ~p(£(E(a)),a.f(a)
your)

Most E'(Z") az E(Z") elemeit  tartalmazoé egyelem klozok:
E'(Z")={{p(a.a,b)}, {p(bab)}...

Igy E(Z") és ezzel T kielégithetetlensége alaprezoluciéval igy bizonyithato:

1. {p(f(b),a,b)} =E'(Z"), mert a {p(x,a,b)} kl6zbdl kaphato [x/f(b)] alaphelyettesitéssel.

31 A példa forrasa: Németh (2008)
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2. {7p(f(b),a,b)}€E'(Z"), mert a {7p(f(x)ax)} klézboél kaphaté6 [x/b]
alaphelyettesitéssel
3. Res1,2x

1.8.8 Egyesit6 helyettesitések

Az els6rendli rezoltcidhoz mindenképpen sziikség van az egységesitd
helyettesitésekre. A Skoélem normélformat feltételezve, prenex elhagyhato, csak
megjegyezzilk, hogy val6ban, minden valtoz6 univerzilisan kvantélt. Tehat a
formulatorzsre alkalmazzuk a rezoldciot.

Az egyik gond, hogy mikor rezolvalhat6 két literal, hiszen benne helyettesitend6
valtozok is szerepelhetnek? Nulladrendben egyértelmtien valamely atom és

tagadasa, vagyis a komplemens literalpart tartalmazoé klé6zok rezolvéalhatok.

Elsérendben mit kell tenni, ha példaul Q(x,y) és Q(f(a),z) alaku literalokat kellene
rezolvéalni? Az argumentumok nem azonosak, vajon helyes-e , ha pl. a P(x)vQ(x,y) és
az R(w) vQ(f(a),z) kl6zok rezolvaltjanak a P(x) vR(w) klozt tekintjtik?

Végezziik el az x/£(a) helyettesitést a

K1: P(x) vQ(xy) és K2: R(w) v Q(f(a),z) klézok esetében, hogy kiszamitsuk a
rezolvenst, amely P(x) VR(w) lenne.

A valtozok univerzélisan kvantaltak, ezért a formula minden helyettesitésre igaz kell,
hogy legyen, tehat ezzel a helyettesitéssel is. igy ezt kapjuk:

K1: P(x)vQ(f(a),z)

K2: R(w) v Q(f(a),2)

Res: P(x) vR(w)

Az egységesit6 helyettesitést mutaté tovadbbi példdk el6tt a formalis
megfogalmazédsok helyett néhany altalanos alapelvet fogalmazunk meg.

1. Véltozoba szabad konstanst vagy masik valtozét lehet helyettesiteni.

2. Valtozoba szabad olyan fliggvényt is lehet helyettesiteni, amelynek

argumentumaban mas valtozo, vagy konstansok szerepelnek. (fliggvénybe is,
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a termek képzésének szabdlyai szerint helyettesithet6k valtozok, illetve

konstansok, illetve Gjabb fuiggvények.)

1.31. példa. Tegyiik fel, hogy a rezolvaland6 par:  P(a, x, h(g(z))) és P(z,h(y), h(y)).
Hasonlitsuk 6ssze a P argumentumaban szereplé termeket balrdl jobbra, és alljunk
meg azon a pozicion, ahol eltérést tapasztalunk : (a, x, h(g(z))) (z,h(y), h(y)) Az els6
ilyen: a és z. Igy a z valtozéba az a konstans behelyettesithet. A z valtozé mindegyik
el6fordulasaba ezutan be kell helyettesiteni a-t, ezért a kapott literalok:

P(a, x, h(g(@))) és P(a,h(y), h(y)).

Most a kovetkez6 szimbolumokat, x-et és h(y)-t 0sszehasonlitva azt taldljuk, hogy x-
be h(y) beirhaté. Ennek oka, hogy a h(y) az y univerzumbeli elemhez hozzarendelt
masik univerzumbeli elem. Mivel x végigfut az Osszes elemen (hiszen minden
valtoz6 univerzalisan kvantalt), ezt a h(y) elemet is felveheti. Ezért ez x helyébe
beirhat6. A kapott literdlok: P(a, h(y), h(g(a))) és P(a,h(y), h(y)).

Az utolsé helyeken all6 szimboélumok: h(g(a)) és h(y). Az el6bbi gondolatmenetet
most g(a)-ra és y-ra alkalmazva, érthet6, hogy az univerzélisan kvantélt y valtozéba
a g(a) behelyettesithetd. Itt is minden el6fordulasaba az y véltozénak be kell irni a
g(a) konstanst, igy a kovetkez6t kapjuk: P(a, h(g(a)), h(g(a))) és P(a/h(g(a)), h(g(a))).

fgy ellentett literalpart kaptunk, amiken a rezoltcié elvégezhetd.

2. Vizsgaljuk meg a kovetkez6 part: P(f(a), g(x)) és P(y,y).

Hasonlitsuk 6ssze a P argumentumaban szerepl6 els6 termeket: f(a) és y. Az elsébe
semmit sem lehet helyettesiteni, hiszen a konstans, f fliggvényszimboélum. De y
valtozo, ezért az y/f(a) helyettesités elvégezhets. Az igy kapott literdlok: P(f(a), g(x)),
P(f(a), f(a)). Tovabbhaladva a méasodik argumentumokat hasonlitjuk: g(x) és f(a).
Mivel g és f kiilonb6z6 szimbélumok, ugyan az x-be behelyettesitheté az f(a), de g
sosem lesz ugyanolyan alakd, mint f, hiszen mas a neviik. Ez a két literal tehat nem

egységesithetd!

3. Tegytik fel, hogy a rezolvens par:  P(f(g(x, A)), x) és P(z, B) Balrdl az els6

argumentummal kezdve: a 2.-ban egy véltoz6 szerepel, ebbe behelyettesithetjiik az
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1.-ben szerepl6 fuggvényt: z/f(g(x, A). Az els6 formula masodik argumentumaban
szerepel valtozo, ennek a helyére behelyettesithetjitk a masodik formulaban szerepl6
konstanst: x/B. Ezt viszont a véltoz6 Osszes el6forduldsi helyén meg kell tenni, a
tobbi argumentumban is: f(g(B, A), igy a helyettesités végleges alakja : x/B , z/{(g(B,
A)}, a atomi formula egységesitése pedig: P(f(g(B, A), B).

1.8.9 Elsdérendti modellezés és a rezoliicié alkalmazasa

Ahhoz, hogy egy szabdly- és tényhalmaz alapjan kovetkeztetéseket vonhassunk le, a
rendszert leir6 mondatokat formalizaljuk, a formuldkat Skolemizéljuk, és a rezoltcié

elvégzése érdekében elvégezziik a sziikséges helyettesitéseket, egyesitéseket.

Legyen a modellezendé feladat:

1.32. példa®

Van olyan péciens, aki minden doktorban megbizik. A kuruzslokban egyetlen
paciens sem bizik meg. Bizonyitsuk be rezoltciéval, hogy ennek az a
kovetkezménye, hogy egyetlen doktor sem kuruzslé.

Megoldas:

Legyen az alaphalmaz az emberek halmaza. Jelolje P(x) azt hogy x péciens, D(x) azt
hogy x doktor, K(x) azt, hogy x kuruzsl6, M(x,y) azt, hogy x megbizik y-ban.

A mondatok modelljei:

Els6 mondat: F1: 3x {P(x)AVy [D(y)>M(x,y)]}

(Megjegyzés: gyakori hiba a modellezésnél, hogy a D(y)=>M(x,y) mondat helyett
D(y)AM(x,y) mondatot frnak. Ha a mondatok értelmét tjragondoljuk, belathatjuk,
hogy az implikaciés véltozat a valésdgnak megfelels.)

F2: Vx {P(x) »Vy [K(y) >—M(x, )]}

A harmadik mondat a feltételezett kovetkeztetés

F3: Vx [D(x)—>—K(x)]

A kovetkez6kbdl indulunk tehat ki, azaz bizonyitando, hogy:

{F1, F2}|-, F3

32 A példak forrasa: http://users.itk.ppke.hu/~szakol/elsorendu_logika_20112.pdf
73



Dr. Takacs Mérta Logika és altalanos formélis médszerek

A rezolacidhoz a kovetkez6 formulahalmazbdl kell rezolvenst képezniink.
F1AF2A—F3

azaz

(3x{PE)AVYID(y) > M y) DA P() >VY[K(y)>—M(x, y))Aa~(YXIDx)>—Kx)])
A negaciok elemi formulékig valé visszafejtése, valamint a formulatorzs
normalizaldsa utan:

(Ex[PEOAVY[-DEVMEy)INAYX-PR)  VWyl-Ky)v-Mxy)I)A  (@x-  [-DK)
v-K)))

(3x[PE)ATY[-D(y)VMxy)IDACIXI-P() vy [-K(y)v—Mxy)I)A BX[D() A KK)])
Figyelembe véve az azonos valtozénevekre vonatkoz6 szabalyokat:
Ax{PCIAYY[-DF)VM(x,y)INAYXL{—P(x1)V VY1 [—K(y1)v—M(xLy1) [N AIx3[D(x3)AK (x3)])
A prenex formula igy

IxVy Vx1Vy13Ix3({P(x)A [-D(y)vM(x,y)IHA{—P(x1)v[-K(y1)v-M(x1,y1)]HA[D(x3)AK(x3)])

Egy KNF-rél van sz6, igy az utols6 kl6z akar el6bbre is helyezhet6, azaz x3 nem fiigg
sziikségszertien a megel6z6 univerzalis kvantorokkal kotott valtozoktoél, tehat a

formula irhato:

IxIx3Vy Vx1Vy1 ({Px)A [=D(y)vM(x,y) N AG=PEI)V[=K(y1)v—M(xLy1)HA[D(K3)AK(x3)])
alakban is. Igy egyszertibb lesz a helyettesitésiink.

Az els6 kotott x helyettesitésével (egzisztencialissal kotott) x/a, tovabba az x3/b
helyettesités utan:

vy Vx1vyl

((P@AL-D(y)VM(a,y) I A(-POOVIK(yL)v—M(xLy ) AID(b) K (b)])

Maga a formulattrzs KNF-ban van:

P(a) A [-D(y)vM(a,y)] A (—P(x1) v —K(y1)v—M(x1,y1)) A D(b) A K(b)

A Kklézok tehat:

K1: P(a)

K2: [=D(y)vM(ay)]

K3: P(x1) v —=K(y1)v—M(x1,y1)

K4: D(b)
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K5: K(b)

K1 és K3 egyesitése alapjan x1/a helyettesitést kell elvégezniink.
K1: P(a)

K2: [-D(y)vM(ay)]

K3: —P(a) v —K(y1)v—M(a,y1)

K4: D(b)

K5: K(b)

K1 éd K3 rezolvalasa utan belathato, hogy a

R1: =K(y1)v—M(a,y1)

A kovetkezd lépés K2 és R1 rezolvalasa lehet. Ehhez az egyesitést az yl/y
helyettesitést végezhetjiik el.

K2: [=D(y)vM(a,y)]

R1: —=K(y)v—M(a,y)

K4: D(b)

K5: K(b))

K2 éd R1 rezolvéalédsa utan belathatd, hogy a kapott kl6zhalmaz
R2: =K(y)v =D(y)

K4: D(b)

K5: K(b)

K4 éd R2 rezolvéalasdhoz az y/b egyest6 helyettesitéssel, a rezolvédlds utan (hiszen b
konstans)

R3: —K(b)

K5: K(b)

K5 éd R3 rezolvéalasa iires kl6z ad.

Vagyis ha agy tetszik, akkor egy vizsgalt a paciens és b orvos/nem kuruzsl6 kapcsan

kimondhattuk: a doktor nem kuruzslo.

1.8.10 Helyesség és teljesség még egyszer

A korabbi fejezetekben kimondtuk, hogy a nulladrendt logika helyes és teljes, azaz

amit szemantikailag bizonyitunk, az levezethet6 és forditva. A levezetések alapjat a
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Hilbert axiomdak és a Modus ponens képezte. Az elsérendti logikdban a szemantikai
kiértékelés nem vonatkoztathato el az interpretaciotol és a valtozok hattérhalmazatol
illetve a helyettesitésekt6l. Ennek ellenére a megfelel6 bévitett axiémarendszer
lehet6vé teszi a szamunkra, hogy az els6rendti logika rendezett harmasdnak
(Univerzum,Interpretacio,Helyettesités) ismeretében itt is egyenértékdi legyen a
szemantikus és szintaktikus kovetkezményfogalom. A helyességet korabban
bizonyitottédk, a teljességi tételt Henkin®* 1949-ben bizonyitotta be. Kimondhatjuk
tehat, hogy a megadott szintaktikus és szemantikus kovetkezményfogalom az
elsérendti logikdban is azonos egymdssal, azaz a (szemantikusan) helyes
kovetkeztetések formdlisan bizonyithatok, valamint hogy minden szintaktikus
kovetkezmény egyben szemantikus kovetkezmény is. A predikatumkalkulus
helyessége és teljessége azt jelenti, hogy az elsérendti logikat fel lehet épiteni

szintaktikai alapokon és ez a felépités ekvivalens a szemantikai alapt felépitéssel.

A teljességet biztosit6é axiomarendszer megtalalhat6 a (Pasztorné 2012) forrasban.

1.9 Logikai programozasi paradigma

Az elsérendti logika alapja a logikai programozasi paradigmanak. Legjellemz6bb
képvisel6je a Prolog nyelv, neve a programmation en logique kifejezés roviditése. A
Prolog egy megadott logikai formulédrdl (célformula) képes eldonteni, hogy logikai
kovetkezménye-e formulak egy adott halmazanak. Ezek a formuldk vagy korabban
megadott illetve a program 4&ltal kikovetkeztetett formuldk, vagy olyan allitasok
(tények), amelyek a formula rezoltcios levezetését, illetve a konstansokkal torténé
helyettesitéseket segitik. Utobbi formuldk és a célformula a program bemenete, a

kimenet pedig a valasz, hogy kovetkezik-e a célformula a tobbi formulabol.

33 Leon Albert Henkin (921- 2006), amerikai matematikus!
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1.9.1 A Prolog mint logikai gép

A Prolog eredetileg egyszert felépitésti és konnyen hasznédlhaté nyelv volt. A
szintaxis és a szemantika az els6rendti logikanak szimbélum- és gondolatvildgara
épul: a Prolog nyelv kifejezései altalaban elsérendti logikai Kkifejezéseknek
feleltethetbek meg. A Prolog azonban nem az elsérendd logika szamitégépes

megvaldsitdsa, annak csak bizonyos részeit képes alkalmazni.

Egyrészt nem képes az egész els6rendli logika rendszerének és eredményeinek
kezelésére, csak annak egy részét, a Horn formuldkon alapulé képes visszaadni,
masrészt a logikai negaciét és az univerzalis kvantor szemantikajat sem képes teljes
mértékben htien kezelni; nincsenek erre szolgélo beépitett eszkozei. Viszont bizonyos
eszkozei tulszarnyaljdk az elsérendd logikat, mer példdul a rekurziét vagy tovéabbi

dinamikus elemeket képes kezelni.

Ezek a jellemz6k sziikségképp lesziikitik a Prolog alkalmazhatésdgat a nem-
algoritmizalt, elméleti matematikai levezet6rendszerekkel szemben. A korlatok egy
része szintaktikai vagy deklarativ jelleg(i; tehat a linearis inputrezolaciéra és a Horn-
kl6zokra vonatkozé szintaktikai megkotés okozza Oket (emiatt példdul nincs
beépitve a negacio, a logikai ekvivalencia és az univerzalis kvantifikéaci6 kezelése, bar
kreativ médon alkalmazva egyes lehet6ségeket, e korlatok bizonyos mértékben
csokkenthetéek, tagithatoak). A korlatok egy masik része mar szemantikai jellegt,
ide tartoznak a programot mikodtets eljaras algoritmizalasabol adodo, a program
beallitdisdban megnyilvanulé tun. proceduralis korlatok (példaul adott literal-
kivalaszto stratégia alkalmazdsa egy masikhoz képest adott program esetén
kedvezétlen hatdssal lehet a végeredményre, példaul végtelen ciklusba eshet a

program).

A Prolog deklarativ nyelv, azaz a programozonak azt kell lefrnia, hogy a megadott
adatokbol mit kellene kiszamitani (és a Program azt jelzi vissza, lehetséges-e ez), és
nem azt az algoritmust, hogy egy adathalmazbél hogyan kellene kiszdmitani valamit.
A Prolog nyelvének jelkészletével termeket alkothatunk, mint az elsérendi

logikaban. A program parancsai a parancstesbdl és a fejbdl allnak, ahol a parancstest
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egy KNF. A célkijelentés, vagy varhaté kovetkezmény pedig a fej, amely a rezoltcios
szabdlyok miatt a parancstesthez implikdciéoval kapcsolédik. Matematikailag,
elméleti szempontbdl minden ilyen kifejezést (programklozt) lehetséges és célszerti

Horn kl6zként felirni.

A programok alapjat tehat a programklézok alkotjdk; maga a logikai (forrds)program

tehat felfoghato6 tgy, mint egy rendezett elsérendt kl6zhalmaz.

A programnak megadjuk a célformulat (ez is kloz, célkl6z), ezutan a program
ellenérzi, hogy a célkléz a logikai program (azaz mar meglevé klézhalmaz és
tényhalmaz) logikai kovetkezményei kozt van-e. A dontési eljards az elsérendd
logika egyik levezet6 médszere, a linedris input rezoltcié. Ily médon tehat a Prolog
az automatikus tételbizonyitds egy megvalositasa. Az els6rendii logikan alapul6
kovetkeztetés tovabbi alapvet6 feltétele, hogy a tényhalmazok alapjan el lehessen
végezni az illeszt6 helyettesitést. A nagyfoku kifejez6eré mellett azonban vannak
olyan szemantikai elemek, amelyeket nehézkesen kezeli ez a programozasi

paradigma, mint példdul a negaciot.

1.32. példa.

1. tények (hipotézisek), pl. : Sziil6(Albert,Béla), Férfi (Albert), Férfi (Béla), Sziil6(Béla,
Csaba).

2. mar meglevé szabalyok (feltételek), pl.:

Apja(x,y):-sztil6(x,y), Férfi(x)

Nagyapja (X,Z):-Apja(X,Y),sztil6(Y,Z)

(igy olvassuk: ha x sziilje y-nak, és y sziil6je z-nek, akkor x nagysziil6je z-nek, azaz
a feltételek a szabalyszerti formuldban a jobb oldalrdl bal iranyba folytatédnak a
kovetkezménnyel)

1. és 2. alkotjak az alap-tudasbazist.

3. A kérdés, vagy célformula, pl., ?-Nagyapja(X,Csaba).
A célformula teljesitéséhez illesztést végezhetiink el: a ténybdl és a feltételbol.

A tényhalmazt és a meglev6 alapszabalyokat egyesitve:
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Apja(Albert, Béla):-sztil6(Albert, Béla), Férfi(Albert),
Apja(Béla, Csaba):-sziil6(Béla, Csaba), Férfi(Béla),
tovabba: Nagyapja (Albert, Csaba):-Apja(Albert,Béla),sziil6(Béla,Csaba)

Ez utobbibol kovetkeztethetjiik, hogy Nagyapja(X,Csaba), hiszen
Nagyapja(Albert,Csaba) illesztéssel bizonyitott lett.

A valasz tehat, hogy a feltételben x valtoz6 értéke Albert lesz. *

1.10 Tovabbi logikak

1.10.1 Modalis logika34

A nulladrendt logika vagy predikdtumlogika elemei, ahogyan mar kifejtettiik a
kiértékelhets allitdsok: p,q,r,..., amelyekre minden esetben azonnali egyértelmi
igazsagérték adhaté meg.
Példaul:
o p=,Esikazesd.”
e g=,Fajaszél”
e r=,Rosszid6 van.”
Ezek kozott a miveletek:
pésqp Aq
pvagyq:pVq
nem p: ~p
hapakkorq:p—q
ha p akkor és csak akkor g: p <> q.
A példankon:
p A ~q = ,Esik az es6 és nem fuj a szél.”

(p A q) — r = ,Ha esik az es6 és ftj a szél, akkor rossz id6 van.”

3 A fejezet megirasdhoz felhasznaltam Szabo Baldzs hallgato dsszefoglalo munkajat
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A tobbértéki illetve folytonos logikdknal (Lukasiewicz / Fuzzy) az igaz és hamis

kozotti érték(ek) bevezetése volt a mérvado.

Az elsérendl logikdban a valtozok és azok halmazai, fliggvények és véltozo
bemenetti predikatumok, minden (V') és van olyan (3) kvantorok bévitik a kifejez6
er6t. Példaul:

A=éllatok halmaza, K=kutyak halmaza, p(x) = ,x allat.”, q(x) = ,x kutya.”
VxEK(p(x)) = ,Minden kutya allat.”

dxEA(q(x)) =, Van olyan allat ami kutya.”

Vegyiik észre a. dualitas elvét

¥xEK(p(x) =~ IxEK(-p(x))

v/

»~Minden kutya 4allat.” =, Nincs olyan kutya ami nem 4llat.”
IXEA@Q(X) =~V xEA(q(X)
~Minden kutya allat.” = ,Nem minden allat nem kutya.”

Alkalmazasi tertilete tobbek kozott a logikai programozas.

A temporalis logika a predikatumokra az id6beliség bevezetését segitette.

Példaul: (p = , Esik az es6.” q =, Kitisztul az ég.”)

Fp: valamikor a jov6ben p -, Valamikor majd esni fog.”

Gp: ezenttl mindig p - ,,Ezentdl mindig esni fog.”

pUq - Addig p ameddig q be nem kovetkezik - ,Addig esik az es6, amig ki nem
tisztul az ég.”

Komoly alkalmazasi teriilete a rendszerelemzés, programtervezés.

Tobbféle temporélis logika létezik, szamunkra most fontos, hogy olyan is, ami a

modalis logika segitségével vezethet6 be
A predikatumlogikan tal tehat ezen Kkiterjesztések kombinacidi is értelmezhetéek,

foleg az elsérendti logika mint Kkiterjesztés a tobbi szamara, és ezt a modalis

logikaban is latni fogjuk.
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Modalitas fogalma
,a beszélonek a mondat valdsigtartalmahoz vald viszonya, ill. azok a nyelvi eszkézok,

amelyekkel ezt kifejezi” 4

A modalis logika alapj at:
A moddlis logikaban egy kijelentés nem pusztin igaz vagy hamis lehet, hanem egy bizonyos

modon igaz is — példiul sziikségszerii, tudott vagy hitt, kotelezd, bizonyithato.” 5

A modalis logika lényege a modalis operatorok bevezetése a predikatumok elé

- 0O: ,er6s”modalitas,

- 01, gyenge” modalitas -

mint a nulladrendt logika kiterjesztései, amelyek szintaktikailag mindig ugyantugy
hasznalanddk, de jelenthetnek mast-mast is.

Els6 és legfontosabb, a sziikségszertiséget, és lehet6séget leird, Alethikus modalitis:
Op =, sziikségszert, hogy p”

Op = ,lehetséges, hogy p”

A megengedhet6ség vagy deontikus modalitas megfogalmazésai:

Op =, kotelezd, hogy p”

Op = ,megengedett

Az alapvetd modalis operatorok tehat?:

Erés: Op = ,Sziikségszert, hogy p.”

Gyenge: Op =, Lehetséges, hogy p.”

Példaul: (p =, Esik az es6.” q = ,Felh6s az ég.”)

Op =, Lehetséges, hogy esik az es6.

—~0Op = ,Nem sziikségszer(i, hogy felhés az ég.”

—~0(p A —q) = ,Nem lehetséges, hogy esik az es6, és nem felhés az ég.”
q — Op = ,Ha felhés az ég, lehetséges, hogy esik az es6.”

O(p — q) = ,Sziikségszer(i, hogy ha esik az es6, akkor felh6s az ég.”

Hogyan lehet még kimondani ezen operatorokat és negaltjaikat?
Op: sziikségszerti, mindenképpen Ggy van, biztos hogy igy kell lennie.
—Op: nem sziikségszerl, nem feltétlentil gy van, nem biztos hogy igy van.
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Op: lehetséges; meg van az esélye, hogy igy van; konnyen lehet, hogy igy van.

—~0p: nem lehetséges; lehetetlen; biztos, hogy nem igy van.

Operatorok kozotti kapcsolat, azaz a dualités igy fejezheto ki:

sziikségszer(i, hogy p = nem lehetséges, hogy nem p, azaz:

Op =~0~p,
lehetséges, hogy p = nem sziikségszer(i, hogy nem p, azaz
Op= ~0O~p.
Szikségszerd - Nem lehetséges
Op ellentét Op
» =
—|<>—| p O p
kovetkezmény ellentmondas kovetkezmény
A 4 A 4
Lehetséges Nem szlikségszer(
Op llentét " N
ellenté
= [ p <>—| p

A http:/ /upload.wikimedia.org/wikipedia/hu/d/d3/Mod %C3% Allis_hatsz%C3 %B6g.JPG
alapjan szerkesztve

Miben is mas a nulladrendt logika ,Esik az es6.” mondata, mint a modalis logika
,Sziikségszerti, hogy esik az es6.” mondata?

Képzeljiink el egy ablakok nélkiili hdzat. Benn iiliink, azt latjuk, hogy az ajt6 alatt
folyik be a viz. Tudjuk, hogy ilyet csak két dolog produkélhat, semmi mas: esé folyik
be vagy cs6torés van a hazunk el6tt. Ugyanolyan formaban ugyanolyan viz folyik be.
A hézban tiilve az a kijelentés, hogy ,Esik az es6.” nem kiértékelhet6, nem tudjuk
eldonteni az igazsagértékét, igy nem hasznalhaté nulladrendt predikatumként!
Amint kimegytnk a hazbol, mar latjuk, hogy esik-e vagy sem, innent6l kezdve
viszont egyértelml az igazsagértéke, ellentétben azzal a helyzettel, ha a hazban
maradva, az , Esik az es6.” nem kiértékelhets. Ugyanakkor a

~Lehetséges, hogy esik az es6.” - kiértékelhet6 a modalis logika megfogalmazasa

alapjan, méghozza IGAZ, mert tényleg lehetséges, hogy esik.
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Képzeljuk el ismét az el6z6 példat! Képzeljiink egy ,parhuzamos vilagot” ahol
minden ugyanaz, ugyanazok a fizikai torvények (és a matematikai logika is), (szinte)
ugyanugy tortént minden a mdaltban, ugyanolyanok vagyunk mi, ugyantgy benn
tiltink, és folyik be a viz, lényegében tehat teljesen olyan, mint a mi vilagunk,
egyetlen apr6 dolog kivételével: a mi vildgunkban esik az es6, nem tortént cs6torés
és azért folyik be a viz. Az ,6vékben” nem esik az es6, hanem cs6torés tortént, és
azért folyik be a viz.

Mit mondhatunk el a kijelentéseinkrél?

Az ,Esik az es6.” Kkijelentésiink a héazban maradva mindkét vilagban
kiértékelhetetlen.

Ha kimegytink, az egyik vildgban igaz, méasikban hamis lesz.

Ellenben a ,Sziikségszerti, hogy esik az es6.” és a ,Lehetséges, hogy esik az es¢”
kijelentések mindkét vildgban értelmezhet6ek maradnak, rdadasul ugyanazt az
igazsagértéket veszik fel, a sziikségszertiség hamis, a lehet6ség igaz.

Folytassuk a gondolatmenetet. Nem csak két univerzumunk van, hanem sokkal tobb.
Tobb olyan van, ahol cs6torés tortént, tobb, ahol esik az es6, s6t olyanok is
el6fordulnak, ahol mindkett6 megtortént egyszerre.

Az esls, cs6toréses kijelentések hol igazak, hol nem, de a lehetségességek, és a
sziikségességek minden univerzumban ugyanolyan igazsagértéket vesznek fel.

Mitél fligg tehat ezeknek az igazsagértéke?

A vizsgalt témaban vegyiik szdmba az 6sszes lehetséges univerzumot, azaz forduljon
el6 az események kimeneteleinek minden kombiné&cidja.

Sziikségszeri egy kijelentés, ha minden univerzumban igaz.

Lehetséges egy kijelentés, ha van olyan univerzum, amiben igaz.

A megfogalmazasok ismer6sek az elsérendt kvantorok vilagabodl Vv, 3.

LA [Oés O modalis operdtorokat folfoghatjuk tehat egyfajta 'alcazott' kvantoroknak, melyek a

lehetséges vildgok folott kvantifikdlnak.” *

35 kislexikon.hu — http://www.kislexikon.hu/modalitas_a.html
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Modilis kalkulusok36

Kalkulusok alatt 1ényegében egy olyan modalis rendszert értiink, ahol kivéalasztjuk a
modalitas fajtdjat, és megadjuk az axiomakat, valamint a levezetési szabalyokat.
Sokféle kalkulus létezik:
- a Kripke utan elnevezett K-kalkulus, vagy normélis modalis logika
- Alethikus rendszerek
- Deontikus rendszerek
- Temporalis rendszerek és masok.
A modalis axiomarendszer a kovetkez6:
Ismertek a Hilbert-féle klasszikus axiomak, illetve a kovetkez6 axidmacsoport:

A—(B—A)

(A—(B—C))~((A—B)—(A—C))

(~A—-B)—(B—A)
A kapcsolodo levezetési szabaly:

A, A—B
B

A kib6vitett modalis axiomak igy hangzanak:
O(A—B)—(O0A—OB)
A modalis levezetési szabaly igy hangzik:

A

OA

A ,dere” és ,,de dicto” olvasatokat példaul igy értelmezziik®":

~Minden informatikus lehet rendszergazda.”

»~dere” azaz ,a dologrol sz616” olvasat:

~Minden informatikusra igaz, hogy megvan ra a lehet6sége, hogy rendszergazda
legyen.”

V x € I (0 rendszergazda(x) )

,,de dicto” azaz , az allitasrol sz6l6” olvasat:

~Lehetséges hogy az a helyzet, hogy minden informatikus rendszergazda.”

3 Wikipédia szocikk alapjan, "Modalis logika"
37 Wikipédia szocikk alapjan, "Modalis logika"
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0 V x € I (rendszergazda(x) )

Barcan-tipusii elsérendii modalis logikdk

Minden lehetséges vilagban ugyanazok az individuumok léteznek, azaz ugyanazok
felett kvantifikdlunk. Alapja aBarcan formula:

03 xE A(p()— I xE A (0p())

,Ha lehetséges, hogy van olyan x, amire p(x), akkor van olyan x, amire lehetséges,

hogy p(x).”

1.11 Tobbértéki logikak

1.11.1 Lukasiewitz féle logika

A matematikai logika célja a helyes kovetkeztetési sémdk, helyes definiciok
vizsgalata, beleértve a matematikai logika altal alkalmazott kovetkeztetési sémakat,
szabdlyokat, definiciokat is. Ezek a szabdlyok kozel é&llnak az emberi
gondolkoddsmoédhoz, ugyanakkor az eddig targyalt logikdkban csakis az igaz (jelolje

most 1) és hamis (jelolje most 0) igazsagértékekkel miikodtek.

Ha azt tekintjiik, hogy a matematikai logika kordbban a szimbolikus logika részét
képezte, abbdl fejlédott ki azaltal, hogy a szimbolikus logika formalis modszereit
kezdte alkalmazni a matematikai kovetkeztetések és bizonyitasok vizsgalatara, akkor
a kizart harmadik elvét is targyalnia kell. A kizart harmadik a logika torténetében
tobbféleképpen megfogalmazott alapelv. Altalanosabb megfogalmazasban igy
hangzik: ,Vagy P, vagy nem-P”, ahol P wiltozot jelol, amelyet kijelenté mondattal
lehet helyettesiteni példaul a nulladrendti logikaban, jelolésmoédja formalisan:

AV—A.
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Hogyan kozelithetjiik ezt a nagyon kizar6 elképzelést az emberi gondolkodas, az
igazsédgértéket meérlegel6 modszer felé? El6szor Lukasiewicz®® vetette fel a

haromértéki logika lehet6ségét, ahol egy allitasnak harom logikai értéke lehet:

- Igaz
-  Hamis

- Harmadik lehet6ség (példdul eldonthetetlen vagy lehetséges)

Ez az elmélet a gyakorlatban 1is felhasznalhat6. Kvantummechanikai
alkalmazhatésaganak egyik felfedez6je Neumann Janos volt. Késébb sokban

tamaszkodott ré a fuzzy logika is.

Lukasiewicz 1920 és 1922 kozott dolgozta ki logikai rendszerét. T6le fiiggetlentil Post
is ebben az idében jutott hasonlé eredményekhez. Ok készitették az elsé publikalt
leirdsokat a tobbértéki logikai rendszerrl. Majdnem husz évvel késé6bb Bochvar es
Kleene, kiilon - kiilon, kidolgoztak sajat tobbértékd logikai rendszeriiket egyedi
miiveletekkel.

Lukasiewicz tobbértékii rendszere az arisztotelészi logikat tagadja, elutasitja a kizart

harmadik torvényét. A harmadik érték: ‘eldonthetetlen” vagy 'lehetséges’, jelolése %

(szovegkornyezetben idénként az Y4 jeluilést is hazsnaljuk).
A hédromértekti logikai rendszer két olyan alapmtveleten alapul, melyek bazist
alkotnak (azaz a tobbi mtiveletet definidlhatjuk a segitségiikkel): O és —, amelyek az

implikaciét és a negaciot jelolik. Ezek igazsagtablai a kovetkezok:

D 0o »» 1
0 1 1 1
| % 1 1
1 0 2 1

38 Jan Lukasiewicz (1878 - 1956), lengyel szarmazasti matematikus
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P |~Pp
0 [ 1
V| 1
1|0

A 0 a hamis, 1 az igaz , az %2 tehat a lehetséges értéket jelenti. A negaciot tikrozésként
értelmezi. Mivel {D , —} bazis, ezért kifejezhet6 veltik a tobbi mitvelet
(konnektivumoknak is nevezik 6ket):

*PVae (P99

*PAqe (pV 9

*P=qe (P29 N@>p)

Hogyan jutott Lukasiewicz a fenti igazsagtablakhoz? Nem hatdrozott a kritikus
helyeken, csak azt mondja, hogy a kivant eredmény eléréséhez erre van sziikség.
Ebben az esetben a kivint eredmény nem mas, mint az az alapvet6 elvarés, hogy a (p
D p) tautoldgia legyen. (A tautoldgia itt is azt a formulat jelenti, amely minden

kiértékelése 1-t ad.) Az 1 értéket kittintetett értéknek nevezziik.

Tekintstik az igazsagértékeket a klasszikus igazsagértékek halmazainak:
0={F},1={T}, 2= {T, F}, ahol F false, hamis, T true, azaz igaz.,
A cél az, hogy a klasszikus értékek minden egyes halmaza azoknak az értékeknek a

halmazat reprezentalja, amelyeket a kijelentés a jovében felvehet.

> | {F} {TF (T}
F | (T (T (T
{TF} | {TF} KOO (T)
(T} | {F} (TR (1)

87



Dr. Takacs Mérta Logika és altalanos formélis médszerek

{TF} | {TF}
{T} | {F)

Hogyan tolthet6 ki a hianyzo XXX elem, hogy az alapveté gondolkodési sémak ne
sériiljenek? A reprezentécio szerint {T, F} kellene oda. Ebben az esetben azonban nem
lenne a (p © p) formula tautolégia.

Lukasiewicz ezért kritika nélkiil atvesz két elvet a klasszikus logikabol:

1. Principia Mathematica elve: a logikat az axiémak, a helyettesités és a modus
ponens segitségével kell felépiteni.

2. Az Osszetett allitasok értékét részei értékének fiiggvényeként kell megadni.

Bizonyithato, hogy Lukasiewicz haromértéki logikdjaban az alabbi kovetkeztetési
sémak tautologiak:

1.AD (B DA)

2ADB)D(BD2CDADQ0

3.(AD—A)DA)DA

4 (—A D —B)D (B>DA)
Azonban fontos megjegyezni, hogy egy nagyon fontos ekvivalencia nem all fenn a
Lukasiewitz logikaban, pedig a rezoltci6 egyik alapvet6 feltétele. Ez a
(ADB)=(Av—B) ekvivalencia. Ezért Gjabb kovetkeztetési médok kialakulasa volt

varhato a tobbértéki logikak esetében, és ezek rendre meg is sziilettek (Fullér (1998)).

Lukasiewicz n-értékii, végtelen értékii logikdja (1922)

Lukasiewicz tovabblépett: az n-értékii (n véges) logikat is formalizalta. Az
igazsagértékek halmaza:
Ln=1{0,1/(n-1), 2/ (n-1), ..., (n-2)/ (n-1),1}
és bevezethet6 a végtelen értéki logika is:
In={s/w:0<s<w,s, weN,w#0}
Ez a definici6 valéjaban a n-re a [0, 1] intervallumon értelmezett racionélis szamok

halmazat adja.
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A kittintetett érték mindkét esetben az 1 marad.

A miiveletek értelmezése (amely egyébként a haromértéki logikajanal is miikodik):
*[7pl=1-1p]

lp=q|=min(L,1-[p|+[q])

lp A ql =min(|pl, |ql)

lp vV q| =max(|pl, |ql)

Ip=ql=1-abs(lp|-Iql)

Tovabba fontos elmondani, Lukasiewicz igazsagszabdalyai esetén a {0, 1} halmaz zart
barmely konnektivumra nézve, és a bevezetett konnektivumok ezen a halmazon
ugyanugy miikodnek, mint a klasszikus igazsagértékelések, ezért ami tautologia az n

értéki logikdban, az lesz a kétértékiiben is (forditva, mint lattuk nem mindig igaz).

1.11.2 A fuzzy logika és a lagy szamitasi médszerek

A lagy szamitasi modszerek (soft computing) gytjténév, a folytonos igazsagértékti
fuzzy logika mellett a neuralis hal6zatok és a genetikus algoritmusok modelljeit is
ide soroljak. Olyan matematikai eszkoztarat biztositanak szdmunkra, amely a
hagyomédnyos szamitdsi modszerekkel szemben j6l kezelik a modellezend6
rendszerekben megjelené bizonytalansagot, pontatlansagot, informaciohianyt és a
kozelité kovetkeztetést. Mindent 6sszevetve azt mondhatjuk, hogy a lagy szamitasi
modszerek az emberi gondolkodas modelljét kovetve adnak eredményt, gyakran
nagyon emberkozeli megjelenitésben.

A lagy szamitasi modszerek gyakorlati alkalmazasdhoz jelent6sen hozzajarult Lofti
A. Zadeh 1965-ben a fuzzy halmazokrél megjelentetett cikke, majd az ezt kovetd
publikaciok, amelyek a komplex rendszerekben torténé dontéshozatalrdl illetve a
posszibilisztikus modellekrél szoltak. Ezt kovették a genetikus algoritmusokrol és a
neuralis hal6zatokrol szol6 kutatasi és gyakorlati eredmények. Ezek a médszerek
egyenként is, és hibrid alkalmazasokban is teret hoditottak, és egytittesen alkotjak a

lagy szamitasi modszerek csoportjat.
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A lagy szamitasi médszer (angolul Soft Computing, roviditve SC) a mesterséges
intelligencia (MI) egyik olyan kutatési és megval6sitasi modszere, amely kozelebb &ll
a természetes emberi kovetkeztetésekhez, az emberi feladatmegolddsokhoz, mégis
mesterséges, automatizalhat6é szdmitasi modszer. Jellemez6en a bizonytalansag, és a
dontéshez, kovetkeztetéshez sziikséges informaciok hidnya miatt a hagyoményos
matematikai modellekkel nehezen kezelhet6, komplex rendszerekben, a nem-linearis
problémak megoldasdban hozott forradalmi valtozast, bonyolult rendszerek esetében
is hatékonyabb, mint mas hagyomanyos modellek, médszerek.

A lagy szamitasi modszerek alapja a fuzzy halmazok elmélete, a fuzzy kovetkeztetési
rendszer. A fuzzy sz6 jelentése eredetileg bolyhos, elmosédott, nem éles hatarvonald.
Ha arra gondolunk, hogy valamely éllitds egy adott pillanatban, helyzetben
mennyire igaz, akkor belathatjuk, mi is mérlegeliink: vagy teljesen és egyértelmiien
igaz vagy hamis az allitas (akkor nem fuzzy), vagy az adott kortilmények kozott
megbecsiiljik mennyire igaz amit vizsgalunk, és még ha nem is szamszertsitjiik az
igazsagértékét, a mérlegelés eredménye alapjan dontiink adott helyzetben - vagyis
fuzzy megkozelitést haszndlunk. Példaul annak az igazsagértéke, hogy valaki
rendelkezik tandri oklevéllel nem fuzzy, mert az 4llitds vagy igaz vagy hamis, de
annak az allitdsnak az igazsagértéke, hogy valaki j6 tanédr-e, mar nem egyértelmd. Az
igazsagérték meghatarozéasa szubjektiv, esetleg csak méas szavakkal irhat6 le, mint jo
vagy nem jO, vagy az igazsagérték legfeljebb valahol "félaton", vagy "utkdzben" van
az igaz és hamis kozott.

Meg kell tanulni "fuzzy-ul gondolkodni"? Vagy ez a természetes moddja a
gondolkoddsunknak? Inkdbb ez utébbi, hiszen a megismerés és elfogadds utan a
fuzzy és a soft computing elméletek széles korben elterjedtek. J6I mutatja ezt az is,
hogy az els6 fuzzy cikk megjelenése 6ta (Zadeh, 1965.) az elméletbél mindennapos
gyakorlat lett. A gyakorlati alkalmazasok 4&ltalaban joval megel6zik azok
matematikai hétterének részletes kidolgozasat és beillesztését az egyetemes

matematikai aximarendszerbe.
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A fuzzy atyja, Lofti A. Zadeh® nevezte el6szor soft computing gytjténéven az 1991-
ben megjelent cikkében a fuzzy-, neurdlis hal6zat- és genetikus algoritmus-
elméleteket, tovabba a val6szintiségi kovetkeztetési rendszereket (Zadeh, 1991.).
Azéta a SC modszerek tovabbiakkal béviiltek, amelyek részben a mar emlitettekre
éptiltek, részben Gjabb és tjabb hibrid rendszerekbél alakulnak ki, mint példaul a
kaoszelmélet vagy a tanulasi algoritmusok j6 része. Mostansdg a mar mindennapos
miiszaki alkalmazasok mellé felsorakoznak azok az algoritmikus megoldasok is,
amelyeket az intelligens, részlegesen ellenérzott (azaz bizonyos mértékig onalldan
miikodd) rendszerekben, kockazatkezel6 rendszerekben vagy a keresési (web
keresési) és természetes nyelven leirt rendszerekben hasznalunk.

Vitathatatlan azonban, hogy mindezen elméletek alapja a fuzzy elmélet, amely nélkiil
ezekrdl a szabadon szarnyal6 MI modellekrél nem is dlmodhattunk volna. S6t ezek
nem almok, megvaldsult, szoftver- és hardver-hattérrel rendelkezé valodi
problémamegoldé mechanizmusok. Ezekr6l nagyon sok forrdsban olvashatunk, de a
leginkabb kompetens platform erre a The Berkeley Initiative in Soft Computing
(BISC) platform, amelyet Zadeh feltigyel/feliigyelt, és a legbonyolultabb matematikai
felvetésekt6l a legnaivabb soft computing-gal kapcsolatos kérdésekre is valaszt
kaphatunk, hiszen minden valamit is magara ado érintett szakember olvassa, és mint
kozosségi portalt, tapasztalatcserére hasznalja azt*0. Beszéljiink tehét elsésorban és
el6szor a fuzzyrol, hiszen az elmult évtizedek lagy szamitasi modszereinek alapjat
képezi, és ez a moédszer az, amely ténylegesen idestova 50 éves. A tobbi lagy
szamitasi modszer magdban is megér egy-egy kiemelt fejezetet egy kovetkezd
id6szakban.

11121 Akezdetek

A fuzzy a matematikdban jol ismert, korabbi halmazelméleti, logikai és a mtiveleti
elméletek altaldnositdsa. A halmazelméleti karakterisztikus fiiggvény fogalmat
kiterjesztette a tagsagi fliggvény fogalmara, a kétértéki logikaban alkalmazott helyes
kovetkeztetési szabdlyokat (mint példaul a Modus Ponens) altalanositotta, és a

kétértéki logikai igazsagérték-univerzumot (0-hamis, 1-igaz) kiterjesztette a [0,1] zart

3 Lofti Askar Zadeh Azerbajdzsanban sziiletett 1921-ben, matematikus, villamos-mérndk, a fuzzy gondolat
megteremtdje, a kaliforniai Berkeley Egyetem emeritus professzora
40 http://www-bisc.cs.berkeley.edu/BISCProgram/
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val6s intervallumra, tallépve a diszkrét értékekkel manipulalé tobbértékit logikakat
(Lukasiewicz, 1920.). Eszkozként a megalkotott logikai univerzumon a logikai
kijelentések igazsagértékének modellezésére a Schweizer és Sclar (Schweizer, Sclar,
1960.) altal korabban megirt, az alkalmazhaté mtiveleti tulajdonsagokat 6sszefoglalo,
cikkét vette alapul, amelyben a szerzéparos a t-norma és konorma csalddokat
targyalta.

Az 1965-ben megjelentette cikk néhany matematikus pozitiv kritikdja és tobb
szakember, az elmélet filozofiai Gjszertiségét birdlod, véleményén til mindaddig nem
valtott ki nagyobb érdekl6dést a tudoményos vildgban, amig els6sorban japan
szakemberek nem valésitottak meg olyan hatékony mitszaki alkalmazésokat,
amelyekben fuzzy alapt kovetkeztetési rendszereket vezettek be. Ezek a
hagyomanyos szakért6i és mds probléma-modellez6 rendszereket helyettesitve
nagysagrendekkel jobban, hatékonyabban mitkodtek, hiszen kezelték a
bizonytalansagot, pontatlansagot. A Tavol-keleten néhany éven beliil felismerték
annak lehet6ségét, hogy ezek a formai, elméleti megoldasok jol hasznosithatoak a
nemlinedris irdnyitdsi problémdk megoldasdban, ahol a hagyomanyos
differencidlegyenletekkel leirt modellek helyett fuzzy alapta kozelité kovetkeztetési
rendszereket alkalmaztak. Ehhez nagy lendiiletet adott Mamdani (Mamdani-
Assilian, 1975., illetve Mamdani, 1974.) maig gyakran alkalmazott kovetkeztetési
rendszere, amely egyszerd, érthetd, és nem csak a szimulaciés rendszerekben, hanem
a valds rendszerekben is hatékonyabb mas numerikus modszereknél. A gond vele,
és mas jol miikod6 fuzzy alkalmazasokkal is, az, hogy a megalapozottsaga a
hagyoményos matematikai eszkoztarral nehézkes, meg kell taldlni az axiomatikus
felépitmény minden elemét, hogy beépiilhessen a matematikai elméletek kozé teljes
értékiiként, tovabba hogy a hagyomanyos logika néhany 4ltalanosan elfogadott
szabalydhoz nem igazodik teljes mértékben (az ellentmondéstalansag és a harmadik
kizaradsanak elvéhez példaul).

Erdekes médon alakult a fuzzy fejlédése az elmdlt évtizedekben. A Tavol-Keleten
egy évtized sem telt el a megjelenésétdl, és alkalmazast nyert az iparban és a
gazdasagi alkalmazasokban, és a felhasznal6k az egyszerti matematikai hattérrel is

beérték. Fuzzy iranyitdssal mtikodnek tobbek kozott az ott gyartott autok automata
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valtéi, a héaztartasi gépek, a gyorsvasutak forgalomiranyitdsa (Tsuna, Takamasa,
1988). Sokak véleménye szerint nem véletlen hogy éppen Japan jart az élen az
alkalmazasban. Ez nem csak a nyolcvanas évek rohamos ipari fejlédésének
koszonhet6 ebben a térségben, hanem a keleti filozofia nyitottsagdnak a nem "éles"
igazsagértékre, azaz konnyebben elfogadjdk a nem egészen igaz, nem egészen hamis
megfogalmazédsokat is, mig az eurdpaiak, a nyugati kultardk sokkal inkabb a
hatarozott igaz vagy hamis mellett allnak ki. (Koéczy, Tikk 2012.)

A fuzzy megteremtsjének hazajaban, az Amerikai Egyesiilt Allamokban évtizedekig
csak az tirkutatds és a hadiipar volt érdekelt az alkalmazasokban. A matematikusok
vilaga vagy hallgatdsba burkolézott, vagy birdlta az elméletet, a valoszintiség-
szamitas elméletének egy dgaként kezelte. Pedig az nem az eseményalgebrarol szol,
legfeljebb fellelhet6k algebrai szempontb6l hasonlé eljardsok a két tertilt kozott
(Dubois, Prade, 1984). Az eurdpai fuzzy iskoldk (Linz, Gent, Toulouse, Budapest) az
elméleti kutatdsokkal foglalkoztak els6sorban. Zadeh, aki a mai napig a Berkeley
Egyetemrdl figyeli alkotdsanak fejl6dését, elfogadottsagat, és szamon tartja az osszes
sikeres alkalmazasi tertiletet, s6t kutatok szazait, akik a témaval foglalkoznak, mar
1984-ben adott nyilatkozatdban kiemelte*!, hogy a fuzzy egy 1) élet- és
tudomanyfilozéfia is egyben, mely nem a formalizmusokat koveti.
Alkalmazasorientdlt, és célja az, hogy az adott problémédhoz a leghatékonyabb
eszkoztarat allitsa fel, nem pedig az, hogy az mindenben az elfogadott matematikai
elmélet-rendszerhez igazodjon. Nyilatkozatidban kiemelte, hogy a valds élet sokkal
inkabb igazodik a fuzzy elméleten alapulé logikdhoz. Az emberi gondolkodashoz
sokkal kozelebb all, mint a korabbi szamitégépes alkalmazdsokban, szakért6i
rendszerekben, és altalaban a mesterséges intelligencidban alkalmazott kétértéki,
éles hatarokkal rendelkez6 logika. Mar akkor kiemelte, hogy szerinte a szamitégépek
szoftver és hardver architektirajaban ez el6bb utébb tiikrozédni fog. Es igaza lett,
lasd példaul a szemantikus web-keres6 algoritmusokat vagy a felh6-hardwer
architektarakat (Sanchez, 2006.). Az akkori nyilatkozat szerint a fuzzy olyan a

tudomanyban (a matematikdban és a logikdban), mint egy farmernadragos, poléba

41 communications of the ACM, April 1984, VVolume 27, Number 4, REPORTS AND ARTICLES
COPING WITH THE IMPRECISION OF THE REAL WORLD, An Interview with Lotfi A. Zadeh, 304-311.
old
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oltozott vendég egy eldkeld fogadason, ahol el6iras a szmoking, a nyakkendé. Jon,
megbotrankoztat, de mar nem lehet kirekeszteni. Ki tudja mi tortént a vilaggal az
elmult kozel 6t évtized alatt? Taldn a fogadasokon lettek engedékenyebbek, vagy a
fuzzy 6ltozott elvart ruhaba, ha méar megallithatatlan alkalmazasi lendiilete tekintélyt

adott neki is és az 6t kutato és fejleszté megszallottaknak.

1.11.2.2 Fuzzy halmazok, miiveletek és kovetkeztetési szabdlyok

A fuzzy alapfogalmak bemutatidsahoz egy példaval élek, és nem a szigortu
matematikai formai felvezetési kovetelményrendszert veszem alapul (axiomak,
definiciok, tételek). Teszem ezt nem titkoltan a fuzzy népszertsitése érdekében, és
nem utolsé sorban Zadeh elképzelése alapjan, miszerint "pdéléban és farmerben",
alkalmazésorientaltan, fuzzy szellemben dolgozzunk, ha a modellezend¢ feladat azt
kivdnja. A matematikai megalapozashoz magyar nyelven Kéczy T. Laszl6 és Tikk
Domonkos konyvét (Koczy, Tikk, 2012.), angol nyelven tobbek kozott a (Klement,

mesiar, Pap, 2000) forrast ajanlom figyelmiikbe.

Mikor mondjuk, hogy hideg van a szobaban?

A kétértéki logikdban csak szigortan éles hatarokkal tudunk dolgozni, ha egy éallitas
igazsagértékét kell megallapitanunk. Szamszertsitve, ha valami igaz, akkor igazsag
értéke 1, ha pedig hamis, akkor igazsag értéke 0.

Ha a szobah6meérsékletrdl nyilatkozunk, akkor a h6mérsékleti skalan (univerzumon)
a kovetkez6ket mondhatjuk el: -10 és +10 Celsius fok kozott hideg van, itt a hideg
allitas igazsagértéke 1, az Osszes tobbi hoémérsékletértékre a hideg allitas
igazsagértéke 0.

+10 és +21 kozott elfogadhaté a hdmérséklet, +21 és +40 fok kozott meleg van (a -10
és +40 fokos hatarokon kiviil es§ értékeket most ne vegyiik figyelembe, ha kell a
hatarok bovithet6k, nincs jelentSségiik), és ezt az igazsagérték karakterisztikus

fiigguényével igy abrazolhatjuk (a kovetkez6 abra)+:

42 Az 4brakat, kovetkeztetési szabalyokat és egyebeket a szerz6 MATLAB kornyezetben készitette el.
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hideg elfogadhato meleg

0.8 R

igazsag
érték
0.6

0.4

-10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35 40
hémeérséklet

Eles (crisp) hatarokkal abrazolt igazsagérték

Természetesen a valosdgban ezt senki nem igy gondolja, mindenkinek mas a
héérzete, a megitélése. Azért megegyezhetiink abban, hogy ha egy kicsit masképp
alakitjuk az igazsagértékek fuggvényét, akkor elfogadhaté lesz mindannyiunk
szamara. Ezeket a fliggvényeket tagsigi fliggvényeknek hivjuk, hiszen azt mutatjak,
mennyiben tartozik az adott hémérsékletérték a hideg, elfogadhaté vagy meleg

tartoményba.
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Fuzzy halmazokkal (kijelentésekkel) abrazolt igazsdgérték.
Lathato, hogy

és 1 kozott valtozik.

egyes homérsékleteknél van akinek melege van, van aki
elfogadhatonak itéli meg a szobahémérsékletet, és az itéletének "mértéke" valahol 0

Figyeljiik meg az dbran, hogy azt a tartomanyt, ahol példaul a meleg és elfogadhat6

(logikai és) kijelentéseknek is 0-nal nagyobb igazsdgértéke, pontosan a két tagsagi

jeloli.

fuggvény minimuma hatarolja, egy erésebb szaggatott vonal jeldli. Ahol a meleg
pontosan a két tagsagi fliggvény maximuma hatarolja, egy er6sebb folytonos vonal

vagy elfogadhaté (logikai vagy) kijelentéseknek is 0-ndl nagyobb igazsagértéke,
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hideg elfogadhato

0.8
igazsagertek
0.6

0.4

0.2
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homérséklet

Fuzzy és illetve vagy

Hogyan szabdlyozzuk a homeérsékletet fuzzy eszkoztdrral?

Ha hideg van, erésen f{itsiink, ha elfogadhat6 a h6mérséklet, akkor gyengén ftitsiink,
ha meleg van, nem kell féitentink. Ezek a fuzzy szabalyaink.

A kovetkeztetési rendszeriink hasonlit a Modus ponensre, de minden
szabédlykimenetet (kovetkezményt: erésen, gyengén, nem kell) olyan mértékben
vesziink figyelembe, amilyen szinten azt az adott pillanatban a bementet, a mért
hémérséklet azt indokolja, azaz amilyen szinten taldlkozik a szabalypremisszaval
(hideg, elfogadhat6, meleg).

Ezt a médositott Modus ponenst igy értelmezziik:

Ha A-bodl B kovetkezik
Adott A' (azaz kortilbeliil A)

Akkor a kovetkezmény B'
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(azaz kortilbeliil B, tehat B és B' is olyan szinten egyeznek, amilyen szinten A és A'
talalkoznak)

A kovetkez6 abran ezt vizualizdljuk: egy-egy sor egy-egy szabalyt, illetve a
kapcsolod6 ~ fuzzy  premisszakat (hideg, elfogadhat6, = meleg) és
szabédlykovetkezményeket (erésen, gyengén, nem kell) dbrazoljuk, lathaté a mért
hémérséklet (12 fok), és lathat6é az érintettség mértéke a szabdlyban. Minden egyes
szabdlykimenetet 0sszegziink, és egy jellemzé f(itési intenzitdst adunk meg ennek
alapjan (a ftitésintenzitast 1 és 5 kozé skélaztuk az egyszertiség kedvéért, ahogyan az
a hészabalyzokon altaldban lathatd). A kimenet 2,78-as f(itési intenzitas.

Igy gondoltuk mi is. Es nem irtunk fel egyetlen egyenletet sem!

mpeti = 17

N

A szabaly és kovetkeztetési rendszer (Mamdani médszerrel, MATLAB fuzzy Toolbox kdrnyezetben)
Természetesen a bonyolult irdnyitastechnikai problémak, a tobb-bemenetes fuzzy
alapa kockazatkezel6k ennél Osszetettebbek, de altalaban felhasznalénak és

szakembernek is egyszertibben kezelhet6 eszkoztarat biztosit a fuzzy a megoldéashoz,

mint a hagyomanyos médszerek#3 (Takacs, 2010).

1.11.2.3 Alapmiiveletek
Ahogyan azt a példan is lattuk, a Lukasiewitz féle megkozelitéshez hasonléan a

minimum és a maximum j6l alkalmazhatéak az és és wvagy logikai mtveletek
modellezésére, ha az allitdsokat fuzzy tagsagi ftiggvényekkel irjuk le. Ugyanakkor
gyakran alkalmazzuk azt a két altalanositott mtiveleti csoportot, amelyekbe a

minimum és a maximum is tartozik, ezek a t-normék és a konormak.

3 Az Obudai Egyetem Neumann Janos Informatikai Karan tobb fuzzy-val, lagy szamitasi modszerekkel
foglalkoz6 kurzus is indul, igy a téma részletes targyalasa ezek keretében torténik.
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A crisp, azaz "éles" értékli (kétértékii) elméletben definidlt halmazokhoz tartozas
igazsagértékére vonatkozo alapmiiveletek megfelel6inek meghatarozasahoz alapul a
ezezk a Schweizer és Sclar 4altal bevezetett operator-csaladok bizonyultak
megfelelének, hiszen az elvart tulajdonsagokkal rendelkeznek és értéktartoméanyaik
is megfeleléek [Kelement, Mesiar, Pap 2000]. Az operatorcsaladdal kapcsolatos
tovabbi kutatasok és gyakorlati alkalmazasok megmutattdk, hogy kiilonbozé
problémak esetén kiillonboz6 szarmaztatott és Gj bevezetett operatorok lehetnek a

legalkalmasabbak, vagyis az operator kivalasztasa alkalmazasfiiggo is lehet.

1.11.2.4 Fuzzy és (halmazelméleti szempotntbol metszet) - a t-norma

Legyen adott a #:[0,1]%[0,1]—[0,1] fliggvény a kovetkez6 tulajdonsagokkal:

1. t(a,1)=a ¥V a€0,1] (peremfeltétel)

2 ha b<c akkor t(a,b) <t(a,c) ¥ a,b,c €[0,1] (monotonitas)
3. t(a,b)=t(b,a) ¥ a,be[0,1] (kommutativitas)

4 t(a,t(b,c))=t(t(a,b),c) ¥ ab,ce[0,1] (asszociativitas)

A fenti tulajdonsagokat tovabbi megszoritasokkal egészithetjiik ki a jobb

gyakorlati alkalmazhat6sag érdekében.

1. t folytonos fliggvény

2. t(a,a)<a (szubidempotencia), vagy f(a,a)=a a Zadeh-féle metszetre
(idempotencia)

3. ha a1<az és b1<b; akkor t(a1,b1)<t(a2,bz) (szigort monotonitas) [16].

A t operator, vagy a gyakran hasznalt elnevezés szerint t norma a halmazelméleti
metszet, illetve a logikai és kapcsolat tulajdonsagait hordozza, igy két, tagsagi
fuggvénnyel leirt fuzzy halmaz, A(x) és A’(x) metszete a kovetkez6képpen
definialhat6é (mindkett6 ugyanazon X univerzumon definialtak):

AG) A A () =10 (1), 1 (1)) -

Logikai jelentése a kijelentésnek a kovetkez6: az A és A’ tulajdonsaggal rendelkezés

igazsagértéke a #(u,(x), . (x)) fliggvénnyel szamitando.
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A t-normat a fuzzy kovetkeztetési rendszer szabalyainak feltétel részében hasznaljuk
az egyes feltételek Osszekapcsolasédra, illetve a Mamdani tipusa kovetkeztetési
szabaly alkalmazasakor. A leggyakrabban haszndlt t-norma operatorok a minimum
(min) és a szorzat (prod) operatorok
Min operator (Zadeh-féle t-norma):

t(a,b)=min(a,b)
Algebrai szorzat:

t(ab)=ab

Fuzzy vagy (halmazelméleti szempontbél unié), azaz a konorma
Legyen adott a s:[0,1]%[0,1]—[0,1] fiiggvény a kovetkez6 tulajdonsagokkal:

s(a,0)=a ¥V a€[0,1] (peremfeltétel)

ha b=<c akkor s(a,b) <s(a,c) ¥ a,b,c €[0,1] (monotonitas)

s(a,b)=s(b,a) V a,be[0,1] (kommutativitas)

s(a,s(b,c))=s(s(a,b),c) ¥V a,b,ce[0,1] (asszociativitads)
A fenti tulajdonsagok kiegészithet6k tovédbbiakkal a jobb gyakorlati alkalmazhatésag
érdekében:
1. s folytonos fliggvény
2. s(a,a)>a (szuperidempotencia), vagy s(aa)=a a Zadeh-féle uni6 esetén
(idempotencia)
3. ha ai<a; és b1<b, akkor s(a1,b1)<s(az,bz) (szigort monotonitas).
A t-konorma (a tovadbbiakban konorma) a t-normahoz hasonléan a fuzzy
kovetkeztetési rendszer szabdlyainak feltétel részében, abban egyes feltételek
Osszekapcsoldsara haszndlatos, illetve aggregacidos operatorként a szabalykimenet
szamitdsakor.
Az s konorma operator a halmazelméleti unié tulajdonsagaival rendelkezik, a logikai
vagy operator tulajdonsdgait hordozza. A leggyakrabban haszndlt operétorai a
maximum (max) és az algebrai sszeg (probor).
Max operator (Zadeh-féle t-konorma):

s(a,b)=max(a,b)

Algebrai 6sszeg (Probabilistic OR)
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s(ab)=a+b—ab
Mind a t-norma, mind a t-konorma csalddokon beliil szdmos, a fentiekt6l kiilonbozé
operator koziil a fuzzy kovetkeztetési rendszerekben a feladatnak legmegfelel6bbet

valaszthatjuk.

1.11.2.5 Mamdani féle kovetkeztetési rendszer
A fuzzy kovetkeztetés (azaz szemantikai szamitds) soran a bemenetekhez azok

jellegétol figgden fuzzy halmazok rendelhetSk. A két legelterjedtebb valtozata fuzzy
kovetkeztetésnek a Mamdani, illetve a Takagi-Sugeno tipust kovetkeztetési
rendszer, melyek kozil a feladathoz jobban illeszkedd vélaszthat6. Alapvet6
kiilonbség a két modszer kozott, hogy mig a Mamdani-tipust kovetkeztetés esetén a
kimenet altaldban nem konvex és normalis tagsagi fliggvény, amit sziikség esetén
defuzzifikdlni kell, addig a Takagi-Sugeno rendszer esetén a konzekvensek eleve
defuzzifikdlt formaban adottak. Ebb6l kovetkez6en a Sugeno modszer
szamitasigénye joval kedvez&bb, ami alkalmassa teszi optimalizaciés és adaptiv
technikdkat igényl6 rendszerekben valé hasznalatra. A hagyomédnyos Mamdani-
tipust kiértékelés sordn a szabalyok kimeneteire vonatkoz6 aggregacié eredménye
egy bonyolult alakt tagsagi fuggvény, aminek a defuzzikacidja rendkiviil
szamitasigényes, de nagy elénye, hogy az emberi gondolkodéashoz joval kozelebb
allo modell épithets a segitségével, az intuicié is beépithet6 a modellbe. Mindkét
rendszerben HA feltétel AKKOR kdvetkezmény tipust természetes nyelvi szabalyokat
alkalmaznak, a kiilonbség a szabalykimenetben jelenik meg annak megfelelen, hogy
a rendszer kimenete crisp érték, vagy fuzzy halmaz. Amennyiben az input
paraméterek x1, x2,...,x, és a kimeneti paraméter y, a Mamdani-tipust kovetkeztetési

rendszer a kovetkez6 felépitésti szabalyokkal reprezentalhato:

IFx1is Ay and ...and xnis A,; THEN yis B,

ahol A,; a k-adik bemenethez tartoz6 ir-adik feltétel (antecedens), B;

a szabalyok

kovetkezmény (konzekvens) részéhez tartozé fuzzy halmaz, i=1.n;, n; a j-edik
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inputhoz tartozé antecedens halmazok szama. A szabélypremisszdk a bemenetek
fuzzitikalt értékeinek 6sszes lehetséges kombinacidjabol allnak el6.

Takagi-Sugeno tipust kovetkeztetési rendszerben a konzekvensek crisp értékek,
vagy a bementek fuiggvényeként allithatok el6. Ha az input paraméterek xi, x2,...,xu

és a kimenetek a g; ; (X, X, ) fliggvénnyel allithatok el6, akkor a Sugeno-tipust

kovetkeztetési rendszer, az alabbi szerkezet(i szabalyokkal reprezentélhato:

x1is Ay and ...and xnis A,; THEN yis gilln_in(xl,...,xn)

ahol A, a k-adik bemenethez tartozo ir-adik antecedens, g; (X, .., X, ) a szabélyok

1\

konzekvens része, ij=1..nj, nj a j-edik inputhoz tartozé antecedens halmazok szama.

A hagyomanyos Mamdani-tipust lépései ismertetjiik, melyek sorrendben a
kovetkezok:

- a megfigyelés (rendszerbemenet) és a szabalypremissza (antecedensek) illesztése,
azaz az

if A(x) then B(y) szabdly és egy A'(x) bemenet illesztése az altalanositott Modus
ponenes szabdlyai alapjan;

- tlizelési szint kiszamitdsa a szabdlyban, azaz A(x) szabalypremissza és az A'(x)
bemenet taldlkozdsanak szintjét szamitjuk;

- fuzzy (Mamdani tipust)  implikacié, azaz a tiizelési szint hatasat a
szabalykimenetre, ami egy médositasa lesz a B(y) szabalykovetkezmanynek, jelolje a
kapott szabalykimenetet B' (y);

- kimenetek aggregécioja, azaz az 6sszes lehetséges szabalykimenetek Osszesitése, és
végiil sziikség esetén a

- defuzzifikacid, ahol a fuzzy kimenetb6l kivonatosan egy crisp értéket kozvetitiink a

kornyezetei rendszer felé.

Az illeszkedés mértékének meghatarozasa
A Kkovetkeztetési rendszer bemenetei lehetnek fuzzy szamok és crisp értékek
egyarant a bemenet jellegétsl fiiggéen. A mitivelet soran meg kell hatarozni a
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megfigyelések és az antecedens halmazok illeszkedésének mértékét, vagyis azt, hogy
az aktudlis bemenetek milyen mértékben tartoznak az O&ket jellemz6 fuzzy
halmazokhoz. Haromszog alaku tagséagi fliggvények esetén az illeszkedés mértéke az

i-dik szabélyban a

Sup, ¢ x (Min(A’(x),A;(x))
képlettel hatarozhaté meg. Ez az érték a [0,1] intervallumba esik. Abban az esetben,
ha a szabalypremissza egy bemenetet tartalmaz, az illeszkedés mértéke egyben a

szabaly ttizelési szintje is.

1) niy)

X Y

Az illeszkedés mértékének meghatarozasa fuzzy bemenet esetén

A tiizelési szint meghatarozasa és a kovetkeztetés

A szabalyok antecedens része altalaban tobb feltétel osszekapcsolasaval jon létre,
ennek kezelésére valamilyen fuzzy operdtor alkalmazdsa sziikséges. Az
osszekapcsolas jellegétsl fiiggSen ES kapcsolat esetén t-norma, VAGY kapcsolat
esetén t-konorma operator

hasznélhato.

A kovetkeztetés dltalanos matematikai modellje az i-dik szabalyra vonatkozé6an (ahol

X a szabédlybemenetek univerzuma, Y a szabalykimenetek univerzuma):

Bi'(y) = supy ¢ x (T(A'(x), T(A;(x),B;(¥)))

ahol T(A;(x),B;(y)) a Mamdani &ltal modellezett if A;(x) then B,(y) szabaly, T pedig

egy t norma. Ezért nevezziik a moédszeren beliil ezt Mamdani féle implikaciénak.
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Ha tovabb szamolunk és alkalmazzuk a t norma asszociativ tulajdonsagat, és ha egy

balrél folytonos t normarél van sz6 :

Bi'(y) = T (supy ¢ x (T(A"(x),A;(x)),B;())

Altalaban a mtiszaki alkalmazéasokban az alkalmazott t norma a minimum:

Bj'(y) = min (supy ¢ x (min(A’(x),4;(x)),B;(1))

ahol most mar mondhatjuk, hogy a DOF -degree of firing tozelési érték

sup,. ¢ x (min(A’(x),A;(x), azaz

B;’(y) = min(DOF,B ;(y)).

Az kovetkeztetési szabdly célja az adott szabaly kimenetének meghatarozasa tugy,
hogy a szabélyhoz tartoz6é konzekvens halmazt és a premisszahoz tartozoé tiizelési
szintet illeszti valamilyen operator, tipikusan egy t-norma operator segitségével. Az
illesztés eredményeként létrejott fuzzy halmaz lesz a szabaly kimenete. A

leggyakrabban alkalmazott operatorok a minimum és a szorzat operator.

Aggregacio

A fuzzy kiértékelés fontos része a kiértékel6 szabalyokra alkalmazott kovetkeztetés
eredményeként kapott konzekvens halmazok aggregacidja, melynek soran ezekbdl a
fuzzy halmazokbdl kiilonboz6é miiveletek segitségével egyetlen fuzzy halmaz jon
létre.

A h: [0,1]*—[0,1] figgvény n fuzzy halmazon (n>2) értelmezett aggregacios operator.
Ha a fliggvény argumentumai az X alaphalmazon értelmezett Ai(x), ..., An(x) fuzzy
halmazok, akkor h minden xeX esetén fuzzy halmazt 4llit el az argumentumok
tagsagi értékeinek segitségével, vagyis A(x)=h(Ai(x), ..., An(x)). Egy jol definialt

aggregacios miiveletnek ki kell elégitenie a kovetkez6 axiomatikus feltételeket is:
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h1 axiéma: h(0,...,0)=0 és h(1,...,1)=1 (peremfeltételek)

h2 axiéma: h monoton novekvé minden argumentumaban, vagyis ha adott két
tetszbleges n-es (a,...,an) és (b1,...,by) ahol a;b; € [0,1] és a;<b; minden i €[1,n]-re, akkor
h(a,...,an) <h(bs,...,by)

h3 axiéma: h folytonos fuggvény.

A fenti feltételek mellett tovabbi megszoritdsokat tehettink:

h4 axiéma: h szimmetrikus minden argumentumaban, vagyis
h(as,...,an)=h(apq),...,apm) aholp az 1,...,n szamok tetsz6leges permutécidja.

h5 axiéma: h idempotens, azaz h(a,...,a)=a minden a € [0,1] esetén.

A fenti 6t axiémanak eleget tevé aggregaciés miiveletekre minden (a;,...,a,)€[0,1]"

esetén teljesul a min(ay,...,an) < h(as,...,an) < max(ai,...,as) egyenlétlenség.

A leggyakrabban hasznalt aggregaciés modszerek:

Max: a fuzzy halmazok unidja; s(a,b)=max(a,b)

Sum: a fuzzy halmazok korlatos dsszege; s(a,b)=min(a+b,1)

Probor: a fuzzy halmazok algebrai 6sszege; s(a,b)=a+b-ab

A megfelel6 modszer kivalasztdsa altalaban az adott feladattol fiigg, nem lehet
altaldnossdgban meghatarozni, hogy melyik a legjobb modszer, sziikség esetén a

fentiektdl eltéré aggregécios operatorok is hasznalhatok.

ix) 4 3 a uiyrs
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Kimeneti halmazok aggregaciéja minimum alapt kovetkeztetés és maximum alaptit aggregaci6

esetén
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Defuzzifikacio

A defuzzifikaci6 az aggregacié eredményeként kapott fuzzy halmazbdl allit el6 egy
crisp értéket abban az esetben, ha kimenetként nem fuzzy halmazra van sziikség.
Olyan dontéstamogaté rendszerekben, ahol a kimenetet emberi kezel6nek kell
értelmeznie, nem feltétlentil sziikséges a defuzzifikacid, hiszen szdmara a kapott
halmaz t6bb informéciét hordozhat, jobb értelmezhet6séget eredményezhet.
Amennyiben sziikséges, a crisp értéket tgy kell meghatdrozni a kulonboz6é
defuzzifikdciés modszerek segitségével, hogy a rendszert a lehet6 legjobban
jellemezze. Fontos megjegyezni, hogy a defuzzifikdci6 nem inverz mitvelete a
fuzzifikaciénak, a két mtivelet semmilyen médon nem szarmaztathaté egymasbol.
Az egyik leggyakrabban hasznélt defuzzifikaciés médszer a Centroid (COG).

Ahol a kimenet az aggregacié eredményeként kapott tagsagi fliggvény gorbéje alatti
tertilet kozepe. A modszer alkalmazasdnak eltfeltétele, hogy a B* teljes aggregalt
kovetkeztetés tartdja intervallum legyen, valamint hogy a kimeneti aggregalt halmaz

nem tures. Kiszamitasa a

Yeoe = [B(¥)ydy / [B (y)y

yeB* yeB*

Osszefliggés segitségével torténik.
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2 Formalis modszerek

A leheto legegyszeriibben kozelitsiink meg mindent, de annal semmivel sem egyszeriibben.

Albert Einstein

2.1 Rendszerelméleti alapfogalmak

211 A rendszer fogalma

A rendszer meghatarozott cél érdekében miikodé egységek halmaza, azaz egymassal
kolcsonhatasban 1év6 elemek meghatarozott egységben megjelend sokasaga.

A rendszer elemei szervezetten kapcsolédnak egymashoz: fizikai vagy fogalmi
entitdsok, melyek kolcsonhatdsai révén részt vesznek a rendszerhez tartozd dj
kimenetek (fizikai és/vagy a fogalmi minGéségében) létrehozasaban.

Barmely rendszer lefrasa soran a kovetkezoket kell figyelembe venni:

- meg kell hatdrozni a rendszer elemeit és tulajdonsagaikat,

- fel kell tarni az elemek kozotti kapcsolatokat,

- le kell irni, hogy az elemek és a kozottiik fenndllé kapcsolatok halmazabél hogyan
véalik a rendszer m(ikod6, dinamikusan valtozoé rendszerré.

A rendszer valés megfigyelése helyett azonban gyakran modelleket épitiink, és
azokon végezziik el kisérleteinket. A modellek a rendszer miikod6képes masai, és
ezek segitségével vizsgaljuk a rendszer lehetséges allapotait, kimeneteit, ledllasait és
mas, a rendszermiikodéssel kapcsolatos eseményeket. A modell épitésekor le kell
zarnunk a modellezendé rendszert, azaz kijel6ljiik a rendszer egy olyan részét,

amelynek a feltételezett viselkedését vizsgalni szeretnénk, hiszen a rendszerek
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kolcsonhatasa, beagyazottsaga vitathatatlan, és a kapcsolatrendszeriik bonyolultsaga
miatt csak a vizsgaland6 rendszerelemeket és azok viselkedését modellezziik. Igy is
talnytalunk a lezart alrendszer hatdrain modellezéskor, hiszen a modell bemeneteit és
kimeneteit a kornyezeti rendszerbdl, szomszédos alrendszerek rendszerbdl nyerjiik,
illetve oda kell tovabbitanunk. Ha pontosak akarunk lenni, azt kell mondanunk,
hogy a modell maga is egy rendszer.

Amikor mar csak a modellen, a modell kornyezetében ellenérizziik a rendszer
lehetséges 4llapotait, allapotatmeneteit, mtikodését, akkor szimuldljuk a

rendszermiikodést.

A modell A&ltaldban vizudlisan is megjeleniti a rendszerszerepl6ket és
kapcsolatrendszertiiket, és jobb esetben a viselkedéstiket is. Ugyanakkor arra kell
torekedntink, hogy formalis, szintaktikailag és szemantikailag helyes leirést
rendeljuink a modellhez, hogy a statikus kapcsolatrendszert (dgensek és azok
kapcsolatrendszere) és a dinamikus viselkedést (mitikodését) is matematikai és
informatikai eszkozokkel vizsgélhassuk. Ehhez a grafelmélettSl kezd6déen a logikan
keresztiil nagyon sokféle elméleti megkozelitést hasznalhatunk, hasznalunk.

A modellje épitésekor feltarjuk:

- a rendszer szerepl6it (4genseket)

- kapcsolatrendszertiket

- mtikodésiiket.

2.1.2 A rendszermodell készitésének életciklusai

A tervezés (specifikacio) id6szakaban:

egyértelm, érthetd, teljes, ellentmondas-mentes modellhez ezt timogat6 terv
kell, hogy késziiljon;

sziikségszerti az egylittmiikodés a kiilonboz6 tertileteken tevékenykedd
szakértdk kozott, és elengedhetetlen az interdiszciplinaris megkozelités;

megbizhaté szolgaltatokat kell valasztani a kivitelezéshez és jol miikodo
kommunikaciét kell szervezni megrendeld és kivitelez6 kozott (kés6bb is).

A fejlesztés (implementacio) id6szakéaban:
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- bizonyitottan helyes rendszermodellre van sziikség, amelyet a rendszer
-verifikacidjaval és
- validacidjaval ellen6rziink;
- fenntartjuk az egyenstlyt a minéség, a koltség és a raforditott id6 kozott, hiszen
ezek kolcsonhatédsa hatarozza meg, hogyan allja meg a helyét az elkésziilt modell;
- az modell mtikodésével kapcsolatban automatizalasra kell torekedni;
- a modularis szerkezetépités és a komponensek integracidjat szorgalmazzuk, hogy
az esetleges modositasok egyszertibben elvégezhetSk legyenek.
A fenntartés - fenntarthat6sag id6szakdban
- a korabban rendszeresen, szabvanyok szerint elkésziilt dokumentaciét meg kell
osztani és

- tisztazni kell a mtikodtetéssel kapcsolatos jogosultsdgokat.

Természetesen a rendszermodell épitésének minden részletére nem tértiink ki, hiszen
az tobb mds kurzusnak is témaja, és gyakran rendszer-specifikus. Elmondhat6
azonban, hogy egy IT rendszer is tulajdonképpen rendszermodell, hiszen egy
probléma megoldésara, egy cél érdekében Osszedllitott eréforrashalmaz, melynek
elemei a valos feladathoz kapcsol6dé adatok, entitasok rendszerbeli helyét szerepét

allapotait modellezi.

A rendszermodellel  kapcsolatban  tovadbbi  &ltalanos  elvarasokat is
megfogalmazhatunk. Ilyenek péld4ul:
- az informatikai hattér és a szolgaltatas minGsége;
- ISO és egyéb szabvanyoknak val6 megfeleltetés (a termékmindséggel
kapcsolatosan, még akkor is egy el6re gyartott, fejleszt6kornyezetben csak
reprodukalas torténik konstrukcié helyett);
- hibétlan, érthetd, atlathato specifikacié (dokumentalas) ;
- zart, ellentmondas-mentes megfelelés;
- hibétlan implementacié

mindsitett (és lehet6leg automatizalt) fejlesztés,

ellenérizhet6 automatikus tesztgeneralas (validacio) ;
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- megallapodas alapjan folyamatos fenntartas, visszacsatolas.

A rendszermodell készitésével kapcsolatban a kovetkez6 tovabbi dltalanos feladatok
jelenhetnek meg:

- igényfelmérés, eszkoz- és kornyezetfelmérés;

- részletesebb, vagy valamely kittintetett alrendszerhez tovabbi modell készitése és
miikodésének tesztelése;

- izembe helyezés és fenntartds megszervezése és masok.

Erdemes azon elgondolkodni, hogy egy IT rendszermodell felépitésekor ezek
konkrétan milyen lépéseket jelentenek!

A rendszermodell megalkotdsanak és a kapcsolod6 feladatoknak sematius

abrazolasa:
lépések mir6l sz61? modellépitési globalis 1épés
Kovetelményanalizis Mi a megoldandé probléma? Problémafelvetés
Koncepciétervezés Milyen megoldasi
modszerek /eszk6zok 1éteznek?
Rendszertervezés Hogyan oldhaté meg a feladat? Implementécié
IT implementacio Hogyan valésithatoé meg a feladat
megoldésa?
Tesztelés Megoldottuk a problémat
Uzembehelyezés A megrendel6 megfelel6nek tartja a Fenntarthatosag
kész rendszert?
Uzemeltetés, karbantartas Tovabbfejlesztés sziikséges?

A rendszermodell épitésének vizesésmodellje arra utal, hogy a fejlesztési lépések
mindegyikében lehet6séget adva a verifikdciora: visszalépéssel modosithatunk,

illetve javithatunk a modellen.
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Koncepcioé
tervezés

Rendszer
allokacio
Kovetelmény
tervezés
Rendszer
tervezés
Gmplementécié)—\ll
Verifikacio
& Validacio
C Telepités
Uzemeltetés &
Karbantartas

A kovetkez6, a V modell kiemeli a modellépités azon modszerét, hogy a feladatot

moduljaira bontva 1épésrél lépésre készitjiik a modellstruktarat, ugyancsak
verifikacios lépésekkel ellenérizziik, hogy jol épitjiikk-e a modellt, majd amikor a
modulokbdl a teljes modellt felépitettitk, akkor validaciés modszerekkel
ellenérizziik, hogy j6 modellt épitettiink-e, azaz a tervezett rendszerfeladatokat

szimulalja-e a modell.
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T e Reparting
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Requirements [~ T~ = = ——— Valdation Traeeabily - — = —— ———————
System '
________________ System Testing
Technic al
Architecturs
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111



Dr. Takacs Mérta Logika és altalanos formélis médszerek

Fontos kiemelni tehat, hogy a rendszermodell készitésekor azt a folyamatot,
modszert, amikor azt ellendérizziik, hogy jol épitjiik-e a rendszert (statikus
felépitményét tekintve nem ellentmondasmentes-e példdul, funkcionalitdsidban és
dinamizmuséban pedig hogy helyesen miikodik-e, példdul helyes logikai
szabélyokat alkalmazva-e) verifikdcionak nevezziik. Amikor a kész rendszermodell
viselkedését vizsgaljuk, teszteliink, a teljességet vizsgaljuk példaul, akkor validalunk,

ahogyan azt a grafabrazolas is mutatja.

Az eddig bemutatott rendszermodell épitési modszerek ,egy-verziésak”, egy
életciklust irnak le, de a rendszerfejlesztés iterativ: altalaban egy prototipusban a
felfedett hibak alapjan kovetkezik be a tovabbfejlesztés, és megsziiletik az d4j

prototipus.

rendslerierveisg

== =N

esikozfeimeres IT mplementacio

tébbeikiuso rendszermodell- fejlesztés

koveteimenyanalizis testoles

A spirélis modellfejlesztési séma* arra utal, hogy Gjabb prototipusok fejlesztésével
mindig messzebb keriiltiink az alapallapottdl, azaz a nulla koltségtsl és a zero
idéponttol. Abrazolasban ez azt jelenti, hogy az egyik koordinatarendszerbeli tengely

az id6¢é, a masik pedig a koltségé. Tehat amikor Gjabb prototipuson dolgozunk, akkor

4 http://moodle.autolab.uni-pannon.hu/Mecha_tananyag/szoftverfejlesztesi_folyamatok magyar/images

112



Dr. Takacs Mérta Logika és altalanos formélis médszerek

mar nem a korabbi koltség- és idévonalon futunk, hanem egy a korabbitél tdvolabbi

aton, magasabb fejlesztési koltség mellett és tobb raforditott idével.

Célok. alternativak Alternativak kiértékelése,
és megszoritdsok kockazatok azonositasa,
meghatarozasa megszintetése
Kockszat
analizis
Kockizat
anafiziz
Kockazat
analizis Miksa
Kockizat Froto- Yeroto-

Proto-\tipus 3 Yipus
pus I

anafiziz
Attekintés Proto-
tipus 1

i 3 Szimuliciés modeliek,
Kiwetelmenytery e
Elstciklus tery telesitmementeheiesek

M desi
kencepsic

Ravesimeny-
vallkdackh

Fejlesztési
tery

Inegracic £
tesztery

Kavetkezd szintd
termék fejlesztése,
felilvizsgalata

Kivetkezd fazis
tervezése

Milyen eszkoztarral modellezztink?

Fontos, hogy

- a modell lehet6vé tegye, hogy szintaktikailag formalizdlhaté legyen és
interpretacidja legyen ellenérizhet6 szemantikailag;

- legyen matematikai eszkozrendszere;

- legyen szoftvermegval6sitasa.

Alapfeltétel, hogy

- hibatlan feladat- és rendszerspecifikaciot irjunk, ennek moédjat a szabvanyoknak

megfeleléen vélasszuk;

- moduldarisan épitkezve torekedjiink a komponensek egytiittmtikodésére, a statikus

(strukturélis) és dinamikus modellekben is;

- a matematikai leirds legyen funkcionalis és strukturélis (célszerti grafikus formédban

is megadni).

A végrehajthatosag és ellenérizhetéség (validacio és verifikacid) szempontjai:

- konzisztencia, ellentmondas-mentesség;
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- teljesség, zartsag;
- a verifikdcié modell-részek szintjén torténjen;

- a validacié: a modellek és a rendszer kozott torténjen.

A gyakorlatban gyakran taldlkozunk a kovetkez6 problémakkal:

- a valosaghti modellezés komplex (modellméret, &allapottér méret miatt),
,kisméreti” problémakra atlathatd, aztan bonyolodik;

- megoldand¢ az id6kezelés, mert hibrid médon is megjelenik, fizikai és logikai skala
szerint is;

- a nemlineédris rendszermiikodés modellezésénél az id6varidnsok kérdése bonyolult
eszkoztarat igényel;

- a kornyezet modellezése kiilonb6z6 médon torténhet, példdul lehet modellbazist
és/vagy nem modell bazisu;

- sokféle matematikai teriiletr6l kell modellez6 eszkozoket valasztani, és ez
széleskorti tudast igényel, és nehéz egységesiteni a tobbféle matematikai
jelolésrendszert és modszertant. A matematikai algoritmus hatékonysiga is
mindenképpen ellenérizendd;

- specialis ismeretekre van sziikség a felhasznal6t6l: a modellez6é és a megrendel6
Osszehangolt munkdjara van sziikség;

- az IT megvalésitashoz sokféle nyelv hasznalhat6, hatékonysaguk, kifejezéerejiik

valtozo.

2.1.3 Modellelmélet, tételbizonyitas, bizonyitaselmélet

A bizonyitdselmélet részben szintaktikai megkozelitésbdl vizsgalja az els6rendt
nyelvekkel modellezett rendszereket, de a modellelmélet szempontjabél fontos hogy
a szemantikai kdvetkeztetések is helyesek legyenek.

Amint arrél mér beszéltiink, z elsérendti logikaban a predikatumkalkulus a logikai
elméletet felépiti axiomatikusan. Megadtunk néhéany, altalaban szemantikai érvek
alapjan elfogadott formuléat, axiémat, és néhany szintaktikai levezetési szabalyt.

Ezek az alapveten elfogadott formulak, melyek segitségével elfogadott formuldboél
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elfogadott formulak alakithaték ki, vezethet6k le, kovetkeztethet6k ki tgy, hogy ami
nem {igy alakul ki, az ne szamitson elfogadottnak. Kiilonboz¢ alapokrél indulva
kiilonboz6 ilyen kalkulusok alakultak ki. A célja és eredménye mindegyiknek
ugyanaz: hogy egyrészt minden elfogadott formulat le tudjunk formaélisan vezetni (a
kalkulus teljes legyen), masrészt minden levezethet§ formula elfogadott legyen
szemantikai szempontbdl is (azaz, hogy a a kalkulus helyes legyen). Roviden sz6lva,
minden igazsagot (modellben a bekovetkezhet6 allapotokat, eseményeket)
bizonyitani lehessen formdlisan, de a rendszerben a lehetetlenre, ellentmondésra a
formalis kovetkeztetési rendszer is mutasson ra. Az elsérendéi Hilbert kalkulus
mellett (mi ezzel foglalkoztunk els6sorban), a Frege, Getzen és masok éaltal felépitett
kalkulusok is ismertek (Vartrész, Kadek, 2012).

Emlékezziink: egy formula vagy nyelv modelljének egyszertien egy olyan
interpretaciét neveziink, mely a formulét kielégiti. A modellelmélet, amelyben a
modell mindenképpen a valésag formalizalt mdsa, a modellinterpretaciok
egymashoz és a formuldhoz val6 viszonyaival foglalkozik. A bizonyitaselmélet tehat
a modellelmélet szemantikai és szintaktikai alapszabélyainak és médszereinek olyan
egylittese, amelynek célja, hogy a modell és eziltal a rendszer viselkedésével
kapcsolatos folyamatok, allapotdatmenetek helyességi, teljességi ellenérzését végzi.
Bel6le nétt ki 6ndllé tudomanydggad a szadmitdselméleti, szamitégépes logika,
melynek f6 teriilete az automatikus tételbizonyitds kutatdsa, ami megint csak a
rendszermodellben felépitettek és a logikai szabalyok alapjan automatikusan
ellenérizhet6 helyességrdl és teljességrol szol. Legfontosabb elmélete, mint lattuk az
el6z6 fejezetekben a rezoldciés kalkulus. Felmertilnek a logika szamitaselméleti
vonatkozésai is, a kielégithet6ségi problémék, a megoldhatosag kutatasa és masok,
de ajegyzet ezekkel a témakkal egyenlére nem foglalkozik.

Az itéletlogikdban a szemantikus kovetkeztetéseket eldontés-problémanak is
nevezziik, de szintaktikus eldontés-problémdra is adnunk kellett dontési eljarast, amely
megoldasa az eredeti szemantikus eldontésprobléma megoldédsat vonja maga utan.
Egy ilyen (formalis) dontési eljaras sordn ,,adatokbodl” - egy formulabdl vagy egy
formulahalmazbdl - kiindulva az eljaras 1épései soran formuldk egy sorozatat allitjuk

el6. Ezt a formulasorozatot levezetésnek nevezziik. Az eljarashoz levezetési szabdlyok
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tartoznak, amelyek formuldkbol aj formulat alkotva lehet6vé teszik a levezetés
eloallitdsat. Minden dontési eljaras esetén adott egy an. megilldsi feltétel. Ez altalaban
egy meghatarozott formula megjelenése a levezetésben vagy a levezetés specidlis
szerkezet(ivé véladsa. Egy konkrét dontési eljaras esetén az a kérdés, hogy ,adott
bemenet mellett elérhet6-e a megallasi feltétel” Ggy is tekinthet6, mint a dontési
eljarashoz tartoz6 (szintaktikus) eldontésprobléma. Ezen dontési eljarasokat
nevezziik gyakorlatilag kalkulusoknak. A dontési eljarasok két fontos tulajdonsagat
fogalmazzak meg a helyesség és teljesség meghatarozésai:

Azt mondjuk, hogy egy kalkulus helyes, ha a szintaktikus eldontésproblémara adott
igen valaszbol kovetkezik, hogy a szemantikus eldontésproblémara is igen a valasz.
Egy kalkulus teljes, ha minden olyan esetben, amikor a szemantikus
eldontésproblémara igen a véalasz, a dontési eljdrds a szintaktikus
eldontésproblémara adott igen valasszal eléri a megéallasi feltételt.

A modellezés problematikajan beliil tehat a logikai alapprobléma, a tételbizonyitds
megoldasa fontos, és alkalmazhaté6 barmely kalkulus, amely mogott
kovetkezményfogalom és/vagy eldontésprobléma all. Ezért mondhatjuk azt, hogy a
logika = nyelv + kalkulus. A logika ilyen felépitését (szintaktikus
kovetkezményfogalom, szintaktikus eldontésprobléma) szoktak a logika értékmentes
targyaldsanak is nevezni, mivel logikai igazsagértékeket, igazsagtablat nem hasznal.

A rendszer alapjan felépitett modell tehat a bizonyitaselmélet, automatikus

tételbizonyitas, eldontésprobléma eszkoztaraval térja fel a rendszermtikodés dolgait.

214 Diszkrét modell- és rendszerallapot tervezés

A diszkrét idejli allapottér modell az id6tartomanyban kitiintetett idépontokban
megfigyelt allapotvaltozo-értékek alapjan vizsgalhaté. A valtozok értékei csak
ezekben a mintavételi id6pontokban ismertek. A tovabbiakban diszkrét &llapotd,

diszkrét idejti, diszkrét eseményterti rendszerek modellezésével foglalkozunk.
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2.2 Petri halok

A Petri-hdlok egyidejtileg nyajtanak grafikus és matematikai reprezentdciét egy
rendszer modelljeként. Alkalmazhatok példédul:

- konkurens rendszereknél, ahol egyidejileg miikods, o©ndlld egységek
kommunikalnak egymadssal tgy, hogy ezen egységek egymashoz képest tetszbleges
miikodési fazisban vannak;

- aszinkron, azaz eseményvezérelt rendszereknél;

- elosztott rendszereknél, ahol egyes rendszerelemek kozott funkcionalis tagolodas
van, azaz valamilyen megegyezés arrél, ki milyen feladatot lasson el a teljes és
hatékony mtikodés érdekében;

- parhuzamos rendszereknél, ahol konkurens parhuzamos rendszerek mitikodnek és
a rendszerelemek kozott szoros szinkronizacio all fenn;

- nemdeterminisztikus és/vagy sztochasztikus rendszereknél, ahol egy-egy adott

allapotabol nem egyértelmt, melyik allapot lesz a kovetkezé.

Petri®> a 60-as évek elején publikdlta a rdla elnevezett moédszert. El6szor vegyi
folyamatok leirdsara hasznalta fel, kés6bb mds alkalmazasi tertiletek mellett az
operéacids rendszerek modellezésére is gyakran alkalmaztak.

A rendszer OsszetevSinek d&llapotait, illetve események altal generdlt
allapotvaltozasait modellezi, benne aktiv szereplékkel. Hatékonyan képes
modellezni a rendszerrészek élhetSségét, felfedi az esetleges ellentmondésokat,
holtpontokat. Struktaraval fejezi ki a vezérlést és az adatszerkezetet egyarant.

Nagy el6nye tovabba, hogy minden mds abrdazolasmod kiteritheté Petri-hdlovd, hatranya
viszont, hogy mar egyszerti feladatok lefrasa is hatalmas halot eredményez.

Kiforrott matematikai hattere miatt ez a leirdsméd rendkiviil hatékony eszkoz lehet
rendszerek analizisére, ha a rendszer modelljét valamely kompaktabb modellezésbél

automatikusan szdrmaztatjuk.

4 Carl Adam Petri (1926-2010), német matematikus, informatikus
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Strukturalisan, grafelméleti szempontbdl irdnyitott, salyozott, paros graf.
Kétféle csomopontja van:
- helyek, azaz azok a poziciok, amelyekben a rendszer szerepl6i a p-vel, p-ben leirt
allapotban, pozicioban vannak : p € P és
- tranzici6, esemény, amely a szereplSket az egyik pozici6bdl atvezeti a masikba: ¢
eT.
Az iranyitott élek (hiszen péros graf) a
. hely — tranzici¢ illetve a
. tranzici6 — hely
kapcsolatot irjak le, azaz
0 ecE:(PxT)u(TxP)

A hely allapotat a benne levé tokenek (szerepl6k) szama jellemzi.

igy alakul ki a PN = (P,T,E,W, MO) struktura, jelolési rendszerében:

) _ = W Mo
vagy ...................... ml’o
O wg [l IL e

Haél6zat allapotat az egyes helyek é&llapotainak lefrdsdval adjuk meg. Els6
matematikai lefrasként az My allapotvektorral, amely n poziciéra egy nx1
dimenziéja matrix, és m; komponensei a sorrend szerinti p; pozicibban a tokenek
szamat mutatja (poziciok halmazanak szdmossagat).

A rendszer mtikodése kozben a tokenek vandorolnak a rendszerben, azaz atkertilnek
mas poziciokba, igy az els6dleges My allapotvektorban a komponensek véltoznak, és
a diszkrét id6pillanatokban mért token-szamok poziciéonként az M token eloszlas

vektorban olvashat6ak le (az m; komponens a p; helyen taldlhat6 tokenek szdma az

adott megfigyelt id6pontban).
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A kezdééllapotot tehat az Moy kezd6 token elosztds irja le, mig az allapot
megvéltozdsahoz a tranziciok ,ttizelése”, azaz egy, az allapotvaltozast eredményez6
esemény bekovetkezte vezet.
A tranzici6 bekovetkezéséhez el6szor vizsgalnunk kell az engedélyezettséget, azaz
megvizsgéljuk, hogy a tranzici6hoz kapcsolédé pozici6kban (4llapotokban)
rendelkezésiinkre allnak a szerepl6k. Ha igen, akkor kovetkezik a tiizelés
végrehajtasa, amikor is megtorténik a tokenek elvétele a bemeneti helyekrdl és a
tokenek kirakdsa a kimeneti helyekre. Mindez 1j, megvaltozott token eloszlas
vektort, Gj dllapotot eredményez.
Megijegyzés: az tgynevezett forrds tranzicionak nincs bemenete, és mindig képes
tuzelni, a nyelé tranzicionak nincs kimenete, igy a ttizelés soran a hozza érkez6
tokeneket ,elnyeli”.
Példa: irjuk fel az dbran lathaté6 PN részlet
tokeneloszlas-vektorat.

3
M, =|0
1

Példa. Figyeljik meg a kovetkez6 PN-t, és vizsgéaljuk meg, van-e tiizel6képes

tranzicio, jatsszuk le a token-jatékot!
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Két élnek van 1-t6l kiillonboz6 salya: a P1—-»T2 él salya 2, a T2—P1 él 3 salya.

Allapotatmenet helyett tizelés: az a folyamat, amely soran a tokenek ide-oda
vandorolnak a halon beliil. Egy tranzicié akkor ttizelhet, ha az 6sszes bemend éléhez
csatlakozé helyen van legalabb annyi token, amennyi az adott él salya. A

kovetkezo tiizel6képes tranzicié a T1 lesz.

Most T1 és T2 tranzicié is tiizelhetS. De melyik legyen az, amelyiket inditjuk? Ime az
els6 olyan probléma, amely miatt azt mondjuk, hogy a PN viselkedése nem

determinisztikus. Ha ugyanis egyszerre tobb tranzici6 is ttizelhet6vé valik, akkor is
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egyetlen tranzici6 tiizel a kovetkez6 alkalommal (a kovetkez6 logikai id6pillanatban),
de hogy melyik, az el6re teljesen kiszdmithatatlan.

Tuzeljen T1. A kovetkez alakul ki:

Ha még egyszer hagyjuk a T1 tranziciét tiizelni, akkor

Ebben az allapotban T1 mar nem tiizel6képes, hiszen P1 bemeneti pozicidjaban nincs
token. T2 sem ttizelhet (és mar az el6z6 1épésnél sem tehette), mert P1-ben nem
maradt token (illetve nem volt elég az el6z6 lépésben). Igy a rendszer holtpontra
kertilt.

Lépjiink vissza az els6 felmertilt kérdéses ttizelési ponthoz, és engedjiik T2-t ttizelni.
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Amint latjuk, visszakaptuk az eredeti allapotot.
Ha felirjuk a T1>T1->T1—>T1 tranziciésorozaban a matrixok valtozasat a kovetkez6

3 2 1 0
sorozatot kapjuk: |1 |—|1|—>|1|—>|1
0 1 2 3

Ha felirjuk a T1—>T2—T1 tranziciésorozaban a matrixok véltozasat a kovetkezo

3 2 3
sorozatot kapjuk: [1[—>|1|—|1].
0 1 0

2.21 A Petri hal6 mint altalanos allapotleir6 médszer

A korabbi példdkon is megtapasztalhattuk, hogy a PN nem-determinisztikus véges
automata. Az allapotvektor maga a token-eloszlas vektor. Az allapot-dtmeneti
fuggvény szerepét a tranziciok toltik be. Felépitése szerint egy-egy hely egy-egy
logikai feltételnek feleltethet6 meg. A PN struktardja koveti a feladat logikai
dekompozici6jat. Az allapottét leirdasit a PN =(P,T,E,W,M,) PN struktara
komponenseivel végezziik el, ahol:

- a poziciok halmaza P={p,,p,,...p,}
- tranzici6k halmaza T ={t,,t,,...,.t, }

- ezekre igaz, hogy PNT =0
- az élek halmaza: Ec (PxT)uU(TxP)
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- az élsalyokat az élsuly-fliggvény adja meg: w:E — N*

- a kezddéallapot matrix M: P — N.

2.2.1.1 A Petri hdlé topolégidja

Han e (P U T) csomépont, akkor en Gsei és ne utddai:
t € T 6sei a bemeneti helyei: ®t={p |(p,t) € E}

t € T utédai a kimeneti helyei: t® ={p |(tp) € E }

p € P 6sei a bemeneti tranzicidi: ® p={t |(tp) € E}

p € P utédai a kimeneti tranziciéi:p® = {t | (p,t) € E }.

A csomoépontokat a P’ < P illetve a tranziciok T c T részhalmazara nézve gyakran
jeloljtik :
oP'=1J op

peP!

Ple= Upo

peP'

o' =)ot

teT"

T'e=|Jte

Ha t e T forras tranzicio, akkor bemendé hely nélkiili (®¢ = &), illetve ha nyel6
tranzicié akkor kimend hely nélkiili illetve (¢ ® = ).

A forras tranzici6 minden esetben tud tiizelni, és altalaban a kiils6 kornyezeti hatas
alapjan teszi ezt.

A PN tiszta, ha nincsenek 6nhurkai, azazjaVt e T: ®t Nt ® = .

Példa.
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*p; =®/.p2 :@,op3 :{ts}’.p4 :{tl’tZ}’ *ps :{tz}/.pe :{tz}/
pl.:{tlltz}’pz.:{tz}IP3.:{t2}/ P4'=P5’=®/P6':{t3}

of, :{pl}’ ot :{pl’pZ’pB}’.tS :{pa}’ t1.:{p6}’ tz.:{p4'p5’pe}’t3.:{p3}

2.2.1.2 A tranzicié tiizelési feltételei

Egy lépés, dllapotvaltozas, azaz a tranzici6 tiizelése szavakkal gyakorlatilag a korabbi
allapot megvaltozasahoz vezet. A kezdeti token eloszlas vektor, illetve az el6z6
ttizelés utan létrejott token eloszlas vektor megvaltozik. A tiizelés végrehajtasdhoz
ellenérizntink kell az engedélyezettséget, majd a tokenek elvétele kovetkezik a
bemeneti helyekrél, utdna pedig a tokenek kirakdsa a kimeneti helyekre. Az j
allapotot a megvaltozott token eloszlas vektor jellemzi. Fontos megjegyezni, hogy
nem a "tokenmegmaradés torvénye" van érvényben, azaz a begytijtott és kihelyezett
tokenek szdma nem kotelez6en egyenlS. Lehet, hogy tobb bemeneti helyrdl is
sziikségiink van tokenekre, és mégis csak egy pozicién torténik valtozas, egy token
erejéig.

A tranzici6 tiizelési feltétele matematikai formalizmussal, a topolégiai jeliiléseket

felhasznalva igy irhato le:

Legyena t € T tranzici6 bemeneti helyéirdl a t felé indulé élek salya w™(p, t ), (W™ (p,

t)ap -b6l t -be vezeté e = (p, t ) él W*(e ) salya), akkor a tranzici6 tiizelése

engedélyezett, ha

Vpeet:m, >w (p,t)

A tranzici6 tiizelésekor a rendszer:

- elvesz w=(p, t ) darab tokent a p € ot bemeneti helyekrél, ahol w™(p, t ) ap — t él
salya, és

- elhelyez wt(t, p ) darab tokent a p e te kimeneti helyekre, ahol wt(t, p ) a t— p ¢él

sulya.
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A W=[w(t,p)]sﬁlyozott szomszédossdgi matrix az élsalyok szerinti tiizelési

el6feltételeket modellezi. Dimenzidja: # x © = |T | x |P |, elemeit pedig igy

szamitjuk:

(n.t) - 0 ha (t,p)eEés (p,t)eE
w(p:t)= w*(t,p)-w (p,t) ha (t,p)eE vagy (p,t)eE

Ha ¢t ttizel, mennyit valtozik a p -beli tokenszdm. A szomszédossagi matrix és az
aktualis allapotmatrix alapjan szdmithatjuk az 6j &llapotmatrixot. A szamités
matrixmiveletekkel hajthaté végre, részletesen a (Pataricza, 2004) forrdsban

olvashatunk rola.

Példa:

20000 000100
W =[w (pt)]=|1 3 1 0 0 0, W=[w(t,p)]=[0 0 0 1 4 1|,
000001 001000
2 0 0 10 0
W=[w (t,p)-w (p,t)]=|-1 -3 -1 1 4 1],
0 0 1 00 -1
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o
S Rk O R, NN DN

A tuizelési feltétel ellenérzéséhez illesszitk egymas mellé a W~ és M, matrixot,

mintha szorzast végeznénk el.

2 0

2 2

1 1

0 =M,— 1 =M,

1 1
2 0 00 0O W- els6 sor els6 eleme illesztve az MO

W=13120200 els6 elemével latszik, hogy van elég

0O 000 O0 1

tokeniik a tl tiizelésre, a tobbi elemnél a

matrixokban nincs elég elem.

Az 1j tokeneloszlas vektor szamitasanal a W matrixot és az M0 matrixot illesztjiik.

2 0
2 2
1 1
0 =M,— 1 =M,
1 1
-2 0 0 10 O Adjuk Ossze a ttizelésre alkalmas sor és
W=-1 -3 -1 1 4 az eredeti token eloszlasvektor elemeit!
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2.2.1.3 Hogyan modelleziink Petri haléval?

A Petri-hdlé tevékenységeit, akcidit olyan elemi (atomi) eseményekre bontjuk,
amelyek tovdbb mar nem oszthatoak. Esettinkben atomi eseménynek mondjuk egy
tranzici6 ttizelését, igy az Osszetett események a tiizelési szekvencidkat jelentik (az
egymdas utan végrehajthat6 ttizelések sorozatat). Az eseményeket a rendszerben
szerepl6 allapotvaltozokkal szimulaljuk.

Az allapot-atmeneti trajektoria egymast kovet6 tuizelések hatdsara felvett allapotok
sorozata. Az i-dik futdsi sorozat tiizelési szekvencidja, ami tartalmazza a tiizel6

tranzakcidkat és a ttizelés utan kapott matrixot jelolése:

o = (Mjg tj1 Mjq1 tiy; My, ) vagy roviden (tjq ...t ).

Ha az 0sszes tranzicio kielégiti a tiizelési szabalyt, akkor a M;j, allapot M;p-bol
elérhet6 a o tiizelési szekvencia &ltal. Jelolése: M;p [c > M;;, |

Tulajdonképpen tugy is értelmezhetjiik, hogy leirtuk az elérhet6ség szemantikus

kovetelményét.

A példakon keresztiil lattuk, hogy a tiizelési feltételek teljestilése mellett sokszor
nem-determinisztikus, véletlenszertien folytathaté az elérhet6 dtvonal. A
bizonytalansagokat és azok kikiiszobolésének néhany modjat targyaljuk a
folytatasban.

_Tuzelés végrehajtasakor az engedélyezett tranzicié példaul tetszése szerint tiizelhet

vagy nem.
- Konfliktus helyzet alakulhat ki: tobb tranzicié engedélyezett, pedig egy lépésben
csak egy engedélyezett tranzici6 tiizelhet. Valaszthatjuk-e azt a megoldést, hogy a

konfliktusfeloldas véletlen valasztassal tessziik?

A véletlenszert ttizelésnek tovabbi kovetkezményei is vannak, példdul nem a fizikai
id6zités szerint hajtédnak végre. Barmelyik konfliktushelyzettel is taldlkozunk,

tovabb kell béviteniink a PN PN =(P,T,E,W, M, ) struktarajat.
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2.2.2 Nem-determinisztikus viselkedésbél ad6dé konfliktushelyeztek megoldasa

2.2.2.1 Idézitési probléma
Az implicit id6fogalom azt jelenti, hogy az id6skaldn a tiizelési id6pontok legfeljebb

eseményvezéreltek, de fizikai idéskalan nem pontosithatok. A tiizelés a [0, o)
id6intervallumban valahol megtorténhet.

Lehetséges megoldds a véletlenszerti inditas kikiiszobolésére, ha a ttizelésekhez
tetsz6leges konkrét id6értéket rendelve, az azonos strukttraja és kezddallapott nem-
determinisztikus id6zitetlen Petri halé annak minden lehetséges tiizelési
szekvenciajat lefedi.

Altalédban a rendszeren beliil kétféle idsskalat figyelhettink meg,.

A fizikai id6 (6rankkal, a napszakok valtozasaval stb. mérhetjiik, tehat ami a
rendszert6l fuiggetlen), objektiv id6skaldn szemléltethetd (tobbnyire szabélyosan
periodikus).

A logikai id6: a rendszer miikodésétdl fiigg, viszonyitdsi pontjai a bekovetkezett

események, Petri-halok esetében a tiizelések.

(0] 1 2 3 4 5 6 7
Fizikai id6 I I I I
(0] 1 2 3
Logikai id6
Tuzelés: T1 T2 T1 T1

Példa a kikiiszobolésre, azaz arra, hogy ne a logikai id§ szerint torténjenek a
tuzelések, hanem altalunk vagy a kornyezet altal szabélyozott akér fizikai idéskala
szerint, akar altalunk szabélyozva.

Az operacios rendszeren belul a processzoridét round rubin leosztassal példaul 8
egyenld hossztisagu id6tartomanyba osztjuk be, hogy a példaul a 8 aktiv processzus
az altalunk vezérelt id6intervallumonként valtsa egymaést a processzor felhasznalasat
illetéen. Ha nem szabalyozzuk az id6t, akkor ez a rendszermodell olyan, hogy egy

token kering benne, és ha poziciét valt, akkor 4tadja a processzort a kovetkezo
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processzusnak. De ez kiils6 beavatkozas nélkiil véletlenszer tiizelésekkel torténik. A
token minden ugrasa a szdmlaloé egy ugrasat jelenti: kezdetben a token a P0 helyen

van#.

A kovetkez6 tiizeléskor a token atkeriil az PI-es allapotba, majd a P2-be stb. A kor
végén a P7-es helyrdl ismét a PO-ba ugrunk, és kezd6dik az egész szamlélas elolrol.
De a ttizelésekhez kotott logikai id6 semmit nem mond arrdl, hogy fizikailag mikor
kovetkezik be a kovetkez6 wugras?. Hogy ezt szabdlyozni tudjuk, els6
megkozelitésben egyetlen forrds-tranziciét vezetiink be, amely tokeneket juttat a

rendszerbe az aldbbi modon:

P1

PO P2

P3

PE P4

CLK P5

46 A Petri halok rajzai jorészt a PIPE nevii, szabadon letdltheté programmal késziiltek.
http://pipe2.sourceforge.net/

47 forras: Molnar Agnes: Formalis mdédszerek az informatikdban (1) , NetAkaddmia Tudastar
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A CLK bizonyos id6kozonként tokent juttat a rendszerbe. Az Gjabb élek felvételével a
tranziciok mar csak akkor ttizelhetnek, ha a kozéps6 allapotban van token, azaz
,,itott az 6ra”.

Ha van is orajel-tokentink, akkor sem garantalt, hogy a soron kovetkezd tranzicié
tlizel a kovetkez6 Oratités el6tt. Sajnos a Petri-halok sajatossagai miatt ezt nem tudjuk
garantdlni, de azt igen, hogy az 6ra ne iithessen addig, amig az el6z6 o6rajelre nem
tortént ugras a szamlaloban. Korlatozzuk tehat a kozéps6 allapot kapacitdsat
egyetlen tokenre (ezt jel6li a beleirt 1-es). Ez azt jelenti, hogy azon a helyen maximum
1 token lehet egyszerre, tehat bemend tranzicié nem ttizelhet, amig a tiizelés tallépné
a kapacitaskorlatot (ezt a folytatasban beszéljikk meg). Igy ha esetiinkben egyszer
madr Uttt az ora, tehat van orajel-token a rendszerben, akkor mindaddig nem {ithet
Gjra az 6ra, amig ez el nem tlinik, azaz amig a szamlalé nem lép egyet. Igy

biztosithatjuk azt, hogy minden orajelre egyet és pontosan egyet 1épjen a szdmlalonk.

2.2.2.2 A kapacitdskorlit

P

Példa: Ebben a PN-ban a kiindulési helyzetben egyetlen tokeniink van, a P1 helyen.
A T1 tranzakci6 ttizelési feltétele, hogy P1l-en legyen token, ezuttal ez teljestil. A T2
tranzakcio jelenleg nem engedélyezett, hiszen P2-ben nincs token. T1 minden egyes
tiizelése eggyel megnoveli a tokenek szaméat a P2-ben, vagyis nincs fels6 korlat arra,

hogy a rendszerben mennyi token lesz, ha tetsz6legesen hossza ideig magéra
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hagyjuk futas kozben. Ezéltal arra sem tudunk korlatot adni, hogy egy-egy
allapotban hany tokentink lesz. Ezt hivatott megoldani a kapacitaskorlat,

Ha bevezetiink egy K(P2)=4 kapacitdskorlatot, az azt jelenti, hogy a P2 helyen
maximum 4 token lehet egyszerre, s ez a T1 tranzici6 tiizeléséhez is egy tujabb,
korlatozo6 feltételt jelent (ha P2-n mar 4 token tartézkodik, akkor a T1 ttizelése nem

engedélyezett, hidba van token PI-en).

Ha azt akarjuk elérni, hogy a P2 helyen maximum k=4 darab token legyen, be kell
vezetniink egy adminisztraciés helyet (P3), ahol azt tartjuk szdmon, hogy a P2 helyre
hany token fér még el.

gy az adott helyen 1év6 tokenek szamat m-mel jelslve mindig igaz lesz az alabbi
Osszeftiggés: m(P3)+m(P2)=k.

Hogyan feltigyelhet6, hogy ez minden esetben igy legyen? Kezdetben a P3” helyen
legyen k darab token, P2-n pedig 0. A P2-vel szomszédos tranzakciokhoz vegyiink fel
4j éleket az aldbbiaknak megfelel6en: ha a tranzicié a darab tokent vesz el a P2 helyré],
akkor az 4j élen adjon a darabot a P3-hoz. Ha pedig b tokent ad P2-hoz, akkor
ugyanennyit vegyen el P3-bol.

A modositott T1 tranzicié tehat nemcsak hozzdad P2-hoéz 2 db. tokent, hanem
ugyanennyit el is vesz a P3 adminisztraciés helyr6l. Hasonléan T2 elvesz 1 tokent P2-

bél, és hozzaad egyet P3-hoz.
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Hogy a grafot ne terheljiik feleslegesen a segédpoziciokkal, a feladatot ellaté pozicié és
élek helyett csak k=4 kapacitaskorlatot tiintetjiik fel, de a hattérben beépitésre kertiltek

a feladatot elvégz6 PN elemek.

2.2.2.3  Tilto élek bevezetése

P1

T '<>P3
P2

A kapacitaskorlat helyett/mellett tilt6 éleket vehetiink fel. A tilt6 €l azt jeloli, hogy a
tranzicié ne tiizeljen, amig az adott feltétel teljesiil. (Az dbran addig nem tiizel a
tranzicié, amig a P2 helyen van token)

Ha a tilt6 élhez egy k stlyt is rendeliink, az azt jelenti, hogy ha az él bemeneti helyén
az adott k szdmu, vagy annal tobb token van, akkor a tranzicié tiltott, ha k-nél kevesebb
token szerepel a helyen, akkor a tranzicié engedélyezett.

Ezzel a modszerrel azt kothetjilk példaul ki, hogy mindaddig nem johet oratités, amig

van token a megfelel6 helyen.
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2.2.2.4 A tranziciokhoz rendelhetd prioritis

Az engedélyezett tranziciok koziil egy alacsonyabb prioritdsi mindaddig nem
tizelhet, amig van engedélyezett és magasabb prioritdst tranzici6. Ugyanazon
prioritasi szinten beliil tovdbbra is nemdeterminisztikus valasztas, a struktara
mindenképpen bévitendé a prioritdsokat tartalmazé matematikai leirassal, mondjuk
legyen egy m sorozat, amely a poziciokhoz egy példaul szambelileg kifejezett prioritast
rendel:

SPN = (P, T, E, W, MO, n)

2.2.2.5  Sztochasztikus viselkedés

A példakban lattuk, hogy a végrehajtasi id6 lehet:

- determinisztikus (altalaban teli téglalappal jeloljik), vagy

- sztochasztikus (&ltalaban csak a téglalap korvonalait rajzoljuk meg a grafban).

Ennek alapjan az engedélyezettséggel kapcsolatban felmeriil6 egyik kérdés a
kovetkez6: az idézitetlen tranziciok , prioritdsa” nagyobb-e, el6bb ttizelnek?

Vezessiink be egy tjabb lehet6séget a PN struktiraba. Ha a tiizelési intenzitds alapjan
a tranziciokhoz egy exponencidlis eloszlasu val6szintiségi véltozoét rendeliink, azaz

SPN = (P, T, E, W, My, 1), akkor ennek alapjan titemezhet6 a gyuijtas.

A tuizelési intenzitds A : T — R, az id6zités: £ valdszintiségi valtozo, eloszlasfiiggvénye:
P{r <t} =F(t)=1-e", astirliségfiiggvénye: f(t)=2le™.

A tiizelési tgy szabaly valtozik, hogy az intenzitds kozeliti a prioritdst. PN és SPN
elérhet6ségi grafja azonos. Tekintettel arra, hogy ez egy (a korabbi tapasztalatokat
felhasznélva) idozitett elérhet6ségi graf, a folytonos Markov ldncok moédszerével

kezeljtik.

2.2.2.6 A szinezett Petri halok (Coloured Petri Nets)
A szinezés, ahol a szinek Petri alrendszereket emelnek ki, tovabbi lehet6ségeket nyujt,
hogy alrendszereket elkiilonitve tovabbi cimkékkel, jellemzékkel latjuk el a PN

komponenseit. A lényeges kiilonbségeket, bévitéseket egy tablazatban mutatjuk meg.
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Szinezetlen Petri halok Szinezett Petri halok

zinezetlen tokenek szines tokenek

tokenek halmaza tokenek multihalmaza

token manipulécié adat manipulécio

kezdeti jelolés } inicializal6 kifejezések

tilt6 élek } Orfeltételek

glsalyok » élkifejezések (valtozokkal)
tranzicié engedélyezése } lekotés engedélyezése
konfliktus kiillonb6z6 engedélyezett } konfliktus ugyanazon tranzicié
ranziciok kozott mgedélyezett lekotései kozott
1Issembly nyelv } magas szintli programnyelv

A szinezett PN-re lathatunk példat a négy étkez6 filozéfus problémadjat felvazolo

Petri haléban4s.

2.2.3 Petri halés alkalmazasok az operacids rendszereknél

Az informatikai rendszerek j6l tagoltak, ezért rendszermodell épitése a komponensek
sorrendiség, ok-okozati fligg6ség és az implicit fuiggéség: pl. osztott erdforras
hasznalata esetében. Mindez a sugallja, hogy a Petri haléval torténé modellezés
hatékony lehet. A célkitizés: minGségi vagy/és mennyiségi analizis, mégpedig:

- a kvalitativ, logikai helyesség-bizonyitas, illetve a

- kvantitativ analizis, ahol teljesitményelemzés, megbizhat6sag és rendelkezésre allas,

biztonsdgossag dolgait ellendérizziik.

48 https://www.informatik.uni-hamburg.de/T Gl/PetriNets/introductions/aalst/philosopher4_model.swf
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i kritikus szakasz
elsd procesz

O

masaodik procesz

O

kritikus szakasz

elsd procesz

Qi

P3

@

masodik procesz

Qi

o

Az operdciés rendszerek folyamatainak modellezésekor, Petri haléval valo
abrazolasakor kovethetiink egy altalanos lépéssorozatot. El6szor kiilonitsiik el a {6
modellelem-fajtakat (folyamatokat, er6forrdsokat, dinamikusan mozgé szereplSket),
majd a folyamatokat, illetve tevékenységeket kapcsoljuk 6ssze az tizenetvaltasaik
és az er6forrasok hasznalata mentén. Diszjunkt tovabbi rendszerelem-
részhalmazokat probalunk meg hozzarendelni elemekhez, hogy elkertiljiik
modellrészletek talzott keresztezését.

A részletezést egy késébbi finomitdé lépésben végezziik el. Az erdforrasokhoz
beépitjik a foglalt/szabad 4llapotot jellemz6 kétallapotd véges automata

modellrészt. A logikailag csatolt folyamatok Lkozti esetleges iizenetvaltast
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lemodellezziik. A folyamatok és erdforrasok (illetve az eréforrasok foglaltsagarol
sz0l6 tizenetek puffere) modelljében a kapcsolédo allapotatmenetek Osszevonasat
végezziik el. Amint lathatjuk a modularis épitkezés a megfelel6 moddszer, hiszen
gyakran szinte el6re-gyartott elemeket kell 6sszeftizniink. Ilyenek példaul a szemafor
tipustt {izenetvaltasok, az A&llapotvéltozok, amelyek a szabad vagy foglalt
er6forrasokat jelolik, a fork-join tipust szinkronizalds és masok.

Epitsiink elészor nagy vonalakban, majd részletezziink. Mindig egy tranziciot
finomitunk, helyettesithettink. A behelyettesitend6 graf tranziciéval kezd6djon és
végzédjon. Az eredeti tranzicié be/kimend élei ezekbe/ezekbdl menjenek. Sajnos
minden finomitas utan a graf és ezéltal a modell komplexitdsa novekszik.
Gondoljunk példdul arra, hogy egy tranzicié egy beolvasast jelent. Ha ezt finomitjuk,
akkor a bemend jel hatdsara a finomitaskor olyan részleteket kell modellezniink, mint
példaul a busz és a bels¢ tar foglalasa, a beolvasas helyén a az olvas6 poziciondlasa, a
beolvasand¢ allomény helyének kikeresése, és igy tovabb.

Tipikus helyzetmodellek Petri halé részlettel:
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Procesz2

Procesz1

Szemafor tipusu tizenetkiildés,
szinkronizécid

Ranevu tipust szinkronizalas

egyik 57
szal masik

szal

Szalankénti végrehajtas -
fork-join tipusu szinkronizalt miikodés

P
<

<

Allapot-valtozo

leolvasasa a baloldali
proceszbdl. A jobb oldali
csak akkor folytatodik,
ha ott talal visszaigazolo

tokent
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2.3 Temporalis logika%

A temporalis logikat azért targyaljuk a rendszermodellek bemutatdsa utan, mert
gyakorlatilag egy éltalanosan elfogadott modellellen6rz6 eszkozrél van szo.

Az &ltalanos modellellen6rz6k felhasznéljak a megszerkesztett rendszermodellt és az
adott helyzetben adott bemeneteket, illetve az adott kovetelményeket, egy (lehetéleg)
automatikus modellellen6rz6 mechanizmussal, és megallapitjdk, hogy az adott
kovetelmények kielégitik-e a modellt, és akkor besoroljuk azt, mint mtikod6é modellt,

vagy ha nem, akkor ellenpéldaként tiintetjiik azt fel.

Arendszer modelje, '?nrueun;:ﬁéir
allaaneé:Eep. Petri ellendrizendd
kivetelményrenszer

Arenszermoellbe
beilleszthetd,
elfogadott moell

meafelelt

Tutomatikus szemantikus ésivagy szintaktikus ellendrzd

nem felelt meg

ellenpélda

A rendszermodell lehet példaul Petri halo, vagy mas allapottérkép. A dinamikus
miikodés ellen6rzéséhez kellenek a szerepl6k, a valtozok értékei, interpretaciok,
helyettesitések, az ellen6rzés eredménye pedig valamilyen szemantikus vagy
levezethet6 kovetkezményfogalom.

A részletes modell elkészitése és manudlis ellenérzése azonban sok esetben nem
elégséges. A bizonyitottan jol miikodé rendszerek iranti igény novekedésével
megjelentek az informatikdban a kiilonb6z6 formalis modszerek. Az rendelkezésre
all6 egyre nagyobb szamitdsi kapacitds pedig lehet6vé tette, hogy a rendszer

viselkedését leir6 modelleket akar kimerit6 moédon ellendrizzék, azaz teljes

49 A fejezet megirasdhoz leginkabb Dr. Majzik Istvan: Temporalis logikék cimii tananyagét hasznaltam, elérhetd
valtozat: https://inf.mit.ome.hu/sites/default/files/materials/category/kategoria/oktatas/doktorandusz-
targyak/szoftver-verifikacioés-validacio /11/SZVV_EAQ05_hml_Itl.pdf
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allapotteriiket bejarjadk, minden &llapotot megvizsgdaljanak, és bizonyos fontos
tulajdonsagok meglétét vagy hianyat igy bizonyitsak. Az ilyen médon miikodé
modell ellen6rz6 eszkozok el6szor a hardvertervezésben jelentek meg, majd
fokozatosan alkalmaztak 6ket a protokollok és szoftverek ellen6rzésében is. A
modellellen6rzés soran a modell specifikdlasdra valamilyen matematikailag jol
kezelhet6 formalizmus szolgél, péld4ul a temporalis logika Kripke-strukttréja.
Fontos, hogy a rendszermodell élhet6ségét, teljességét, ellentmondds-mentességét
ellendrizziik. Ez azt jelenti tobbek kozott, hogy

- valamilyen id6ben valtoz6 allapot-dtmeneti sorozat utdn elérhetd (élhet6 a
rendszer) a kijel6lt cél, hogy

- ekdzben minden lehetséges dllapotot és dtmenetet felvazoltunk (teljesség), és

- nem mond ellent egymasnak tobb lehetséges titvonal (ellentmondas-mentesség).

Az ellendrizni kivant tulajdonsagok megadédsara az tgynevezett tempordlis logikdk
hasznélatosak. Ezek az id6beliség, sorrendiség kezelésére temporalis operdtorokat
vezetnek be (példaul ,mindig igaz” vagy ,valamikor igaz lesz”). A sokféle
temporalis logika koziil a modell ellenérzésben kett6 haszndlata terjedt el, ezek a
PLTL(Propositional Linear Time Logic) és a CTL (Computational Tree Logic). Ezek
ugyan kijelentés-logikai lapon miikodnek, de lattuk, hogy az elsérendii logikai
modellek esetében is a halmaz meghatdrozasa, az interpretacio és helyettesités és
egyesités utan mar egyértelma kijelentés-logikaval dolgozunk.

Az atomi kijelentéseket az ismert logikai operatorcsaladdal (és, vagy, negacio, ...)
kapcsoljuk. A PLTL-ben az id6ben kialakult lépéssorozat linearis. Egy olyan
idévonalon mozgunk, amely olyan egyenes (a rendszer egymas utani allapotainak
sorozata), amin a temporélis operdtorok értelmezhetéek. Az allapot-sorozat tjabb és

Gjabb pontjaiban (elemeiben) vizsgaljuk az atomi kijelentések értékét.

A fontosabb operatorok, amelyekkel az allapotsorozat id¢beli kialakuldsat mutatjéak a
kovetkezok:
* G p: p kijelentés minden idépillanatban igaz (General),

* F p: p kijelentés majd valamikor igaz lesz (Future),
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* X p: p kijelentés a kovetkezd id6pillanatban igaz lesz (a PLTL is diszkrét id6t
feltételez, igy értelmezett a kovetkez6 id6pillanat fogalma) (neXt),

* p U q: p minden &llapotban igaz, amig q igaz ne m lesz (Until).

0000000

O OO00-0-00
P P P P P q
«  @@-@@-9-8-OO0

T

Nézziink néhany példat LTL kifejezésekre:

* G (p = Fq): minden allapotban igaz, hogy ha p igaz lesz, akkor utdna valamikor q is
igaz lesz (példaul, ha kiadunk egy kérést, arra mindig kapunk vélaszt).

* F (p /A Xq): majd valamikor teljestil, hogy p igaz lesz és kozvetleniil utana q is igaz

lesz.
* FG p: valamikor olyan allapotba kertiliink, ami utan p mindig igaz lesz (példdul a

kezdeti atmenetek utdn bedll a rendszer egy stabil allapotba).
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A CTL (Computational Tree Logic) a PLTL-lel szemben egy elagaz6 idejti logika, itt
egyetlen iddpillanathoz tobb rakovetkezd tartozhat, az idébeni allapotvaltozasok
sorozata (vagyis a rendszer 4ltal egymds utan bejarhaté allapotok sora) a jelenbdl
kiindul6 fadba rendezhet6. A kiilonboz6 agak kezelésére két tutvonal kvantor
hasznélatos:

* A: minden, az adott allapotbél kiindul6 Gton,

* E: valamelyik, az adott 4llapotbél kiindulé aton.

Az atomi kijelentések és az operatorok segitségével formuldkat alkothatunk. A CTL
operatorok hasznalatat a kovetkez6 példak szemléltetik:

* EG p: létezik olyan lefutds, ahol a p kifejezés mindig teljesiil (ezt példaul nem
tudjuk kifejezni LTL segitségével).

* AGEF p: barmelyik allapotban vagyunk is a rendszer futasa sordn (AG), létezik
olyan tovabbi végrehajtas (E), hogy elériink majd valamikor (F) egy olyan allapotot,
ahol p teljestl.

Az alapvet6 fogalmak megismerése utan tehat elmondhatjuk, hogy a
modellellen6rzési probléma a kovetkezs: egy felépitett allapot-atmeneteket

modellez6 M struktiraban a p temporalis logikai kifejezés igaz-e?

Ha az 6sszes ilyen p-t keressiik, akkor globalis, ha csak egy adott konkrét allapotra
vizsgéljuk a formula teljestilését, akkor lokalis modell ellen6rzésrél beszéliink. A
modellellen6rzés legnagyobb kihivasa, hogy egy viszonylag egyszerti modellnek is
tobb szazezer allapota lehet, és gyakorlati alkalmazaskor konkurens rendszerekben
az egyes lokalis allapotatmenetek nagyszamu lehetséges atlapolt végrehajtasa miatt
exponenciadlisan novekszik az allapottér, igy az é&llapottér robbanas jelensége
kovetkezik be. Ezért nagy jelent6ségti az allapottér hatékony taroldsa, és a bejaras

optimalizalasa.

Miel6tt a temporalis logika formalis szintaktikai és szemantikai leirasat megadnank,

nézziink egy példat. Abrazoljuk a kozlekedési lampa éllapotait és allapotatmeneteit,
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és nézziink majd kés6bb a felrajzolt modell mellé kovetelményt, azaz egy adott
helyzetet, és a temporalis logika szemantikaja (modellellenérzés, dinamikus
modellellen6rzés) és az adott allapot-atmeneti struktira (statikus rendszermodell)

alapjan dontstik el, igaz-e a formula az adott modellen.

A cimke: {zold} {sarga} {piros} {piros, sarga}

Vezessiik be a formdlis leiras elemeit.

2.3.1 A Kripke struktara

A tempordlis logika allapottérképe a Kripke-strukttrat hasznalja, ahol a struktira az
M = (S, R, L) harmas, ahol:

* S: allapotok véges halmaza S={s,s?, ...,s"},

* R: dllapot-atmeneti reldciok halmaza, R © Sx S,

* L: allapotok cimkézése atomi kijelentésekkel, ahol L={IL[?, ..., I"}.

Az atomi kijelentések kozott olyan, a rendszerrel kapcsolatos allitasok szerepelnek,
amelyek méar tovabb nem bonthaték. Egy éallapothoz tobb cimkét is rendelhetiink,
azaz minden &llapot mellett egy rendezett m -mes megmutatja, hogy ott van-e a
cimke, avagy nincs, azaz egy ilyen allapothoz 2 lehet6séggel irhatjuk le a cimkék
odatartozasat vagy hianyat.

Ha parhuzamot akarunk vonni kiilénb6z6 rendszermodell dbrézoldsok kozott, azt
latjuk, hogy a mindegyik modellben talalunk megfeleltethet6 modellelemet, hogy a

temporalis logika moédszerét alkalmazhassuk.
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Modellezé allapotok és | cimkézés
modszer atmenetek
Petri halo elérhet6ségi Petri |a  poziciok  és
graf tranziciok nevei
Altalanos Allapot- Allapotok nevei
allapottérképek konfiguraciok,
tlizelések
Adatfolyam-halok | Csomépontok  és | Allapotok nevei

csatorndk allapotai,

tiizelések

Példa: kozlekedési lampa allapotai a Kripke strukttra modellben.

L={piros, sarga, zold, villog6}.

S={s1,s?, s3, s¢,s°}.

Az allapotatmenetek grafja:

A cimke: {zold}

{sarga}

{piros, sarga}

A Kripke-strukttara egy-egy utvonalan értelmezhetSk a "futasok". (pl. egy bemenet

hatasara). Példaul:

{piros, sarga}

fvilloga}

2.3.2 A PLTL (Propositional Linear Time Temporal Logic) szintaxisa és

szemantikaja
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Alapfogalmak:
Atomi kijelentések (S elemei)
Elemi logikai operéatorok: A (ES), v (VAGY), - (NEGALAS)
Temporalis operatorok:
F p: ( *F* uture) "Valamikor p", egy elérhetd allapotban igaz lesz p
G p: ( *G* lobally)"Mindig p", minden elérhetd allapotban igaz lesz p
X p: (ne *X* time)"Kovetkezo p", a kovetkezo allapotban igaz lesz p
p Uq: ( *U* ntil)"p amig q", egy elérhetd allapotban igaz lesz q, és addig minden allapotban
igaz p ("'strong until*)
Az érvényes PLTL kifejezések halmaza a kovetkezd szabalyokkal képezheté: (formalis
szintaxis)
L1: Minden P atomi kijelentés egy kifejezés.
L2: Ha p és q egy-egy kifejezés, akkor pAq illetve —p is
L3: Ha p és q egy-egy kifejezés, akkor p U q illetve X p is az.
Ezekbdl szarmaztathatok:
p vq jelentése ~((— p) A (7q))
p — qjelentése (—p) v q
p < q jelentése (p—q) A (q—p)
true jelentése pv (—p) (minden allapotra igaz),
false jelentése pA (—p) (egy allapotra sem igaz)
Fp jelentése true U p
Gp jelentése —F(—p)
A szintaxis szabalyok alapjan képzett kifejezésekhez megadhato a formalis szemantika:
Egy p kifejezést az M=(S,R,L) Kripke-struktura egy 7 = (so,sl,sz,...)ﬁtvonalén értelmezziik,
ahol az s, a kezddallapot és (si,sm) eR.
M, 7 |= p jelentése: az M strukturaban a m Utvonalra p igaz (azaz ezen az tvonalon

elérheto).
A 7' =(s,5,,,...) @ jeldlése a 1 Gtvonal i-dik elemét] kezd8d§ részatvonala.
A szintaktikai szabalyokhoz illeszked¢ szemantikai szabalyok:
L1: M,n |= P akkor ¢és csak akkor, ha P& L(So), azaz P cimke a mostani allapotban

lathato

L2: M,n |= pAq akkor és csak akkor, ha M, |=p és M,n |=q
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M,n |= —q akkor és csak akkor, ha M,n |= q nem igaz.
L3: M,n |= (p U q) akkor és csak akkor, ha létezik j (7’ |=q és barmely k<j esetében
7" |= p), azaz minden olyan részitvonalon amely a 7’ részatvonal valos részét képezik, p lesz

elérhetd, a 7’ Gtvonal pedig g-hoz vezet.
M,r |= Xp akkor és csak akkor, ha ! |= p.
Szarmaztatott operatorok szemantikaja:
- M,n|= Fp akkor és csak akkor, ha 3 j: M,z|=p
- M,n|= Gp akkor és csak akkor, ha V' j: M,n|=p, j=1,2,...

Példa: A villanyrenddr példdjan, ahol a

{ztld} {sarga} Fryirm e {piros, sarga} villogd}

atvonalat vizsgaljuk, (jelolje n) igazak példdul a kovetkezdk:

M, nj=Zold, (mert zold a kezd6allapot cimkéje)

M, nj=XSarga, (mert a kovetkez6 allapotcimke)

M, n|=Fpiros,

de nem igaz példaul, hogy:

M, n[=Zo6ld U Piros, , (mert nem Zold a cimke végig, amig a Piros cimke meg nem

jelenik). Hasznaljuk ilyenkor a M, nj#Z6ld U Piros jelolést.

2.3.3 Elagaz6 idejti temporalis logika szemantikaja és szintaktikaja

Mar a villanyrenddr példdjan is lattuk, hogy elagazd i1d6 szerinti abrazoldssal jobban
érzékeltethetjiik az allapotatmeneteket. Az egymas utani allapotok egy fa struktirat képeznek
(minden allapotnak tobb rakovetkezdje lehet). Logikai 1d6 szerint haladva elagazé idévonalak
mentén abrazolhatoak az allapotvaltasok.

Példa: A villanyrenddr példajanak egyszerii allapot-atmeneti grafja, mint lattuk:
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A cimke: {zold} {sarga} {piros} {piros, sarga}

Minden levél még tovabb bonthatd. Elindulva az &4gak mentén kiillonboz6 (lineéris)
utvonalakat irhatunk le. Kérdés, hogy vajon valamit elérhetiink-e minden megkezdett
utvonalon, vagy esetleg csak taldlunk olyan ttvonalat, amelyen elérhetjiik, vagy esetleg egyik
eset sem fordul el6?

Ennek megfogalmazasaban segitenek az Gtvonalkvantorok.

Ep (Exists p) azt jelenti: 1étezik legalabb egy utvonal, ahol a p kdvetelmény teljesiil. Egy
lehetséges tovabblépés mentén vizsgaldodik, megfeleltethetd a mar ismert egzisztencialis
kvantor operatornak.

Ap (forAll p): Minden utvonalra fennall, hogy a p kovetelmény teljesiil, azaz minden
lehetséges tovabblépést magaba foglalja a megfogalmazas, megfeleltetheté az univerzalis
kvantor operatornak.

Attol fiiggden, mennyire normalizaljuk a temporalis logikai formulakat, kiilon targyaljuk a:
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CTL*: (ComputationalTreeLogic*) logkat, ahol az E és A utvonal kvantorok ¢és az
utvonalakon az allapotokra vonatkozo temporalis operatorok (F, G, X, U) tetszoleges
sorrendiségben szerepelhenek.

CTL: (ComputationalTreeLogic) logikat, ahol az allapotokra vonatkozé operatorokat mindig
kozvetleniil meg kell eléznie az Gtvonal kvantoroknak. Az allapotokra vonatkoz6 operatorok
nem kombinalhatok

FairCTL: (Fair Computational Tree Logic) logikat, amely tovabbi megszoritasokat vezet be.

2.3.3.1 CTL* formadlis szintaxisa és szemantikdja

Alapfogalmak:

Az itvonalak kvantorai (allapotokon értelmezett):

A: ,forallfutures”, minden lehetséges ttra az adott allapotbol kiindulva

E: ,forsomefuture”, legalabb egy utra az adott allapotbodl kiindulva

«Allapotok operatorai (itvonalakon értelmezett):

—Fp, Gp, Xp, pUq a korabbi értelmezés szerint.

Néhany példa a CTL* kifejezésekre:

A(p =Fq) jelentése: minden tGtvonalra igaz, hogy amennyiben p fennall (az Gtvonal elejétol),
akkor ezt a jovoben olyan allapot fogja kdvetni, ahonnan indulva (az utvonal részatvonalan) q
fennall.

E(p/\GQ), jelentése: 1étezik olyan utvonal, hogy ezen p fennall (az utvonal elejétél), és az
utvonalminden részatvonalan q is fennall.

E(XXXpV Fq), jelentése: 1étezik olyan itvonal, hogy —vagy ennek negyedik allapotan fennall
p—vagy valamikor q fennall az Gtvonalon.

CTL* szintaxis formalisan:

Allapot-kifejezések (allapotokon kiértékelhetd):

S1: Minden P atomi kijelentés egy allapot-kifejezés

S2: Ha p és q allapot-kifejezések, akkor —p és p/\q is az.

S3: Ha p utvonal-kifejezés, akkor Ep és Ap is allapot-kifejezések.

Utvonal-kifejezések (itvonalakon kiértékelhetéek)

P1: Minden allapot-kifejezés utvonal-kifejezés is egyben

P2: Ha p és g utvonal-kifejezések, akkor —p és p/\q is az.

P3: Ha p és g utvonal-kifejezések, akkor Xp és pUq is az.
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Ervényes CTL* kifejezések azok, amelyeket a fenti szabalyok alapjan generalt allapot-
kifejezések adnak meg.

A szarmaztatott operatorok a kordbbiakhoz hasonlé médon definialhatjuk. Ezek:

pV q jelentése =((—p)/\(—q)), p—q jelentése (—p) V q, p=q jelentése (p—q) /\ (q—p),

true jelentése p \V (—p), false jelentése p /\ (—p)

Fp jelentése trueU p

Gp jelentése ~F(—p).

A CTL* szemantika kezdeti megallapitasai a linearis esethez hasonldan:

Egy p kifejezést az M=(S,R,L) Kripke-struktira egy 7 =(s,,s,,S,,...) itvonalan értelmezziik,

ahol az s, a kezddallapot és (si/siﬂ) eR.

. M, 7 |= p jelentése: az M strukturaban a m Utvonalra p igaz (azaz ezen az tvonalon
elérhetd).

. A 7' =(s,s,,,...) a jelolése a w utvonal i-dik elemétdl kezd6d6 részatvonala.

. M, mt|=p jelentése (p Gtvonal-kifejezés): az M modellben a & Gitvonalon igaz p

. M,s|=p jelentése (p allapot-kifejezés): az M modellben az s allapotban igaz p.

A szintaktikai szabalyokhoz illeszkedd szemantikai szabalyok (CTL* szemantika allapot-
kifejezései):
M,s |= P akkor és csak akkor, ha PEL(s), azaz P cimke a mostani allapotban lathato
M,s |= pAq akkor és csak akkor, ha M,s |=p és M,s |= q
M,s |= —q akkor és csak akkor, ha M,s |= q nem igaz.
M,s |= (p U q) akkor és csak akkor, ha létezik j (7’ |=q és barmely k<j esetében =" |= p), azaz
minden olyan részutvonalon amely a 7’ részitvonal valds részét képezik, p lesz elérhetd, a 7’
utvonal pedig g-hoz vezet.
Az 11j operatorok tekintetében:
:—M,s|=Ep (ahol p utvonal-kifejezés) akkor és csak akkor, ha létezik m=(so, S1, S2,...) utvonal
M-ben s= sp mellett, hogy M,xt|=p.
—M,s|=Ap (ahol p utvonal-kifejezés) akkor és csak akkor, ha minden m=(so, S1, S2,...)
utvonalra M-ben, ahol s= so, fennall, hogy M,rt|=p.
CTL* szemantikahoz természetesen meg kell adnunk az utvonal-kifejezéseket is, ugy ahogyan
korabban tettiik:
M,x|=p (ahol p allapot-kifejezés) akkor €s csak akkor, ha M,So|=p.
M,rt|=—p akkor és csak akkor, ha M,x|=p nem igaz
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M,n|=p/\q akkor és csak akkor, ha M,zt|=p és M,z|=q
M, n|=Xp akkor és csak akkor, ha M,m*|=p.

M,r |= (p U q) akkor és csak akkor, ha létezik j (7' |=q és barmely k<j esetében z*|= p),
azaz minden olyan részitvonalon amely a 7z’ részatvonal valds részét képezik, p lesz

elérhetd, a 7/ Gtvonal pedig g-hoz vezet.

A modellellendrzés komplexitasa miatt, ami Worst-case esetben legalabb O([S[>x2Pl)
idokomplexitasu (|S|> az atmenetek szama a Kripke-strukturdban, worst case esetben |p| az
operatorok szama a temporalis logikai kifejezésben)

Az exponencidlis komplexitds a kiértékelések szempontjabol igen nagy, bar a temporalis
logikai kifejezések altalaban rovidek. Ezért jo lenne a CTL* kifejezéseket egyszertisitent,
normalizalni. A cél, hogy gyakorlati problémak esetén hasznalhatdé maradjon, de a modell
ellendrzés worst-case idokomplexitasa csokkenjen.

E célbol alakult ki a CTL (Computational Tree Logic) megkozelités.

2.3.3.2 CTL (Computational Tree Logic)

A CTL allapotokon értelmezhetd 0sszetett operatorokat ismer fel csak:
EX p: 1étezik Gtvonal, aminek kdvetkezd allapotan p

EF p: 1étezik Gtvonal, aminek egy allapotan p

EG p: létezik Gtvonal, aminek minden allapotan p

E(pUQ): 1étezik Gtvonal, amin p amig q

AX p: minden tutvonal kovetkez6 allapotan p

AF p: minden utvonal egy-egy elérhetd allapotan p

AG p: mindentitvonal mindenéllapotan p

A(p U q): minden ttvonalon p amig q.

A CTL teljes szemantikai és szintaktikai bevezetése megtalalhat6 a felsorolt forrasokban, csak

példakon illusztraljuk a hasznalatat.

Példak:

AG EF p jelentése: barhonnan indulva olyan allapotba vihet6 a rendszer, ahol p igaz
(operécios rendszerben példaul a AG EF Reset)

AG AF p jelentése: barhonnan indulva mindenképpen elérhetiink olyan allapotba, ahol p igaz

(operacios rendszerben példaul AG AF Terminated)
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AG(p—AFQ), jelentése: barhonnan indulva teljesiil, hogy ha p igaz, akkor valamikor
mindenképpen elérhetd olyan allapot, ahol q igaz (operacios rendszerben példaul
AG(Request—AF Reply)).

EF AG p jelentése: lehetséges, hogy a rendszer olyan allapotba kertil, hogy utana p minden
allapotban igaz lesz

AF AG p jelentése: barmely tton eljuthatunk olyan allapotba, hogy utana p mindig igaz lesz
AG(p—A(pUq)): Barmelyik elérhet6 allapotban ha p igaz, akkor minden tton p fennall q
eléréséig — ,,p fennall g eléréséig” pontosabban: elériink egy olyan éllapotba, ahol q igaz, és

addig minden allapotban p igaz.

P¢lda, arra hogy vannak olyan CTL* kifejezések, amelyek nem CTL formatumuiak
E(XXX Piros), mert a tobbszords X operator hasznalat miatt egymasba agyazott utvonal-
kifejezések vannak, azaz a két kiilsé X operatort utvonal-kifejezésre alkalmaztuk.

E(XPiros \V FSarga), mert Boole operator van utvonal-kifejezések kozott

A(X G (Piros /\ Sarga)), mert egymasba agyazott utvonal-kifejezések vannak benne.

Példa az operacids rendszerek modelljeibdl: Két processzbdl all rendszert vizsgalunk,

legyenek P1 és P2. Processz allapotok a kovetelmények szempontjabol lehetnek:

P1, P2 rendre a kritikus szakaszaban van: C1, C2

P1, P2 rendre a nem-kritikus szakaszaban van: N1, N2

P1, P2 rendre a kritikus szakaszba valo6 belépésre kész: W1, W2

Atomi kijelentések (cimkék) halmaza AP = {C1, C2, N1, N2, W1, W2}

Modellezziik a kovetkez6 mondatokat: Egyszerre csak egy processz lehet a kritikus
szakaszban: AG (—(C1 A C2))

Ha egy processz be akar 1épni a kritikus szakaszba, akkor el6bb-utobb beléphet:

AG (W1 — AF(C1)), AG (W2 —» AF(C2))

A processzek felvaltva keriilnek a kritikus szakaszba; egyikiik kilép majd a masik 1ép be:
AG(C1 > A(C1 U (—CI1 A A((—C1) U C2)))).
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2.4 Agens rendszerek®

A rendszer elemeivel kapcsolatban gyakran hangzik el az, hogy 4gensek
egyuttmiikodése alapjan miikodik a rendszer. Roviden ezért kitériink arra, hogy mit
értiink agens alatt, milyen tipusai vannak, és milyen szerkezeti formakban jelenhet
meg a rendszerben. fme néhany definici6 az d4gensekkel foglalkozé ismert
szakemberektol:
"Agens akarmi lehet, amit Ggy lehet értelmezni, hogy szenzoraival a kérnyezetét
érzékeli és a beavatkozd szerveivel a kornyezetébe beavatkozik" (Russel, Norvig,
1995)
"Autoném &gensek olyan szamitdsi rendszerek, amelyek valamilyen komplex
dinamikus kornyezetben tartézkodnak, érzékelnek és ebben a kdrnyezetben autoném
modon cselekednek, és ily médon olyan taszkokat vagy célokat valdsitanak meg,
amire megtervezték Sket" (Maes, 1995)
Az agensek jellegét a kornyezetiikben betoltott szerepiik hatarozza meg altalaban,
hiszen az agens a kornyezete nélkiil nem agens. Egy 4gens intelligencidja is
(racionalitasa) a kornyezet fliggvénye (szenzorai és visszahatasai éltal).
Emberi agensek példdul a szemek, fiilek, egyéb szervek az érzékelésre, kéz, 1ab, szdj,
egyéb testrészek a beavatkozédsra. A robot dgensek esetében kamerdk, infravoros
tavolsagi keresok, és kiilonféle motorok jelentkeznek beavatkoz6 szervekként.
A szoftver agensek kodolt bitsorozatok - érzékelnek a bemeneteik 4ltal és
beavatkoznak a kimeneteik &ltal (arrél nem is beszélve, hogy miikodés kozben tobb
er6forrast is "megérintenek").
Az agynevezett intelligens dgens szerepe, jellege és feladatai igy foglalhatok ossze:
Erzékelés képessége (kiils6 vilag, bels6 allapot)
Eszlelés (feltigyeli az érzékelést és csak a hasznos informéciét szelektalja)
Tudas-szerzés (az észlelések és beavatkozasok konzervalésa)
Tanulas (folyamat, amely soran tudasra vagy gyakorlatra lehet szert tenni,

ennek modszerei a soft computing és a szakért6i rendszer)

%0 A fejezet jorészt Tadeusz P. Dobrowiecki Kooperativ rendszerek jegyzete és Pletl Szilveszter
Mesterséges intelligencia Il MEMO_01 jegyzete alapjan frédott
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Kovetkeztetés (megjosoljuk a beavatkozasok hatasat)

Dontéshozatal (meghatarozza, hogyan kell viselkedni a tudas és az érzékelés
alapjan. Példaul mobil robotok esetén itt torténik a mozgastervezés és parancsok
generélésa)

Beavatkozas

Az intelligens dgensek akkor sorolhatéak be magasabb intelligencidja csoportba, ha
rendelkeznek a kdvetkez6 tulajdonsagokkal is:

-kezdeményezés: - cél-orientalt viselkedés (felhaszndléi feladat hidnyaban az agens
maga fogalmazza meg a feladatait);

-mobilitas - képes helyet valtoztatni, megtartva sajat bels6allapotat;

-kovetkeztetés - alapvetSen logikai tudasreprezentaciéval dolgozik, tehat tudnia kell
logikai médon kovetkeztetni;

-tervkészitési készség - a fentiekbdl értelemszertien kovetkezik;

-tanulas, adaptacio;

- parbeszéd - ahhoz, hogy lassuk, hogy agens megosztja-e a céljainkat és képes azokat
megvaldsitani, parbeszédre van sziikség, amely tisztdzza az intenciékat és
képességeket; a parbeszéd eredménye a megegyezés;

- igazmondas -szandékosan nem hazudik a kornyezetének (segit6kész, ha tobben
vannak);

- joindulat - megkiséreli teljesiteni masok kéréseit (ez utébbiak mar emberi

tulajdonsagokra és viselkedési formékra, érzelmi attittidokre vonatkoznak).

Szervezeti szempontbodl kiemelked? jelentéségliek a multidgensek.

A tobb, akér egymastol filiggetlen agensbol (cselekvébol) allérendszereket multi-
agens rendszereknek nevezziik. Multi-dgens rendszerekkel igen gyakran talalkozunk
a benntinket kortilvevo természetes illetve mesterséges kornyezetben:

- az emberi tdrsadalom maga, és kiilonboz6 szervezddései,

- a gazdasag szerepldi,

- arovartarsadalmak és egyéb allatkoloniak, ...

- bonyolult hardver- és szoftverrendszerek...
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A rendszerek esetében az egyik legfontosabb, legérdekesebb folyamat a koordinéci6.
Ez az a mechanizmus, melynek segitségével a rendszer szerepl6inek tevékenysége
Osszehangolodik a kiils6 korlatok betartdsa, illetve valamilyen kozos cél elérése
érdekében. Példaul:

- a hangyak élelemkeresésének szervezése,

- a vastaps spontan kialakulésa is (méar emotiv elemek fiiggvényében).

2.41.1 IT multidgensek

A halozatok és az elosztottsdg terjedésével a multi-agensrendszerek egyre
gyakoribbak a szdmit6gépes vildgban is.

Hagyoméanyosan ilyen a kliens-szerver architektira, illetve az elosztott
problémamegoldas (a szerepl6k egyazon probléma megoldasan faradoznak).

Az internet, és vele egytitt a "nyilt hal6zat" gondolata el6térbe helyezi az egymastol
fuggetlen, csak részben kozos célokkal rendelkez6 rendszereket (lényeges
koordinalasi problémakkal).

Multi-agenses kornyezetben az entitas tizeneteket kiild, fogad és feldolgozza azokat.
Az tizenetek lehetnek: tajékoztato, felkérd, felajanlo, igéret, elfogadas, visszautasitas

jellegtiek. Ezek &ltaldban is jellemz6 "tizenetvéltasi" tipusok az dgensek kozott.

Az ideélis raciondlis dgens minden egyes észlelési sorozathoz a benne taldlhato6 tények
és a beépitett tuddsa alapjan minden elvarhaté dolgot megtesz a teljesitmény
mértékének maximalizalasaért. Megkovetelhetjiik a raciondlis agenstSl, hogy
informéaciot gytijtson, és hogy lehetéség szerint tanuljon (learn) a megfigyeléseibdl.

Az agens kezdeti konfiguracidja valamilyen el6zetes tudast titkrozhet a kornyezetrdl,

de ahogy az agens tapasztalatot szerez, ez a tudas médosulhat és atértékel6dhet.

Vannak széls6séges esetek, amikor a kornyezet a priori teljesen ismert. Ilyen
esetekben az dgensnek nem kell érzékelnie vagy tanulnia, egyszertien csak helyesen
cselekszik (bogar esete). Cselekszik, ellenériz, de nem tanul a , hibabol”.

Amikor az agenst tervezik, a szamitas egy részét tervezéik végzik, de elvarhaté

lenne, hogy amikor az 4gens megfontolja a kovetkez6 cselekvését, tovabbi
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szamitasokat végez; és amikor tanul a tapasztalataibol, még tovabbi szamitdsokat
végez annak eldontésére, hogy hogyan modositsa a viselkedését, azaz folyamatosan
tanul. Igy sziiletik meg az autoném éagens. Addig a szintig, mig az dgens a tervez6i
altal beépitett tudésra épit és nem sajat megfigyeléseire, azt mondjuk, hogy az agens
nem autonom.
Egy racionalis 4gensnek autonémnak kell lennie - mindent, amit csak megtanulhat,
meg kell tanulnia ahhoz, hogy a hidnyos vagy hibés el6zetes tudasat kompenzalja.
Praktikus okbdl ritkan kell teljes autonémidt biztositani mar a kezdetekt6l: amikor
egy agensnek nincs tapasztalata, vagy csak kevés van, akkor véletlenszertien kellene
cselekednie, hacsak a tervezsje nem ad valamilyen segitséget. Igy mig sajat maguk is
megtanuljak mindazt, ami a taléléshez sziikséges, éppuigy, mint ahogyan az evolacié
soran az A4llatokat elegendd beépitett reflexet szereznek a tuléléshez. Az MI
(mesterséges intelligencia) agensek kezd6 tudéssal és tanuladsi képességgel valo
ellatasa ésszerdi elvaras.
Miutan a raciondlis &agens elegend6 tapasztalatot szerzett a kornyezetérdl,
viselkedése gyakorlatilag fliggetlenné valhat a beépitett el6zetes tudasatol. Ily médon
a tanulds alkalmazasaval olyan 4gens tervezhets, amely sokféle kornyezetben is
sikeres lesz.
2.4.1.2 Agens és kirnyezete
Az autoném &agens és a kornyez6 rendszerével kapcsolatban elmondhatjuk, hogy egy
rendszer olyan mértékig autoném, amennyire a viselkedését sajat tapasztalatai
hatarozzdk meg. Azaz az intelligens (és autondm) dgensek strukturéaja
Agens = (kérnyezeti)architektdra+program.
Az Ml-ben felmeriil6 feladatkornyezetek sokszintisége vitathatatlan, de
meghatarozhatunk néhdny olyan tényez6t, amelyek mentén a feladatkornyezeteket
kategorizédlhatjuk. Lehet a kornyezet példaul
- teljesen megfigyelhet6 (fully observable) vagy részlegesen megfigyelhet6
(partially observable). Ha az agens szenzorai minden pillanatban hozzaférést
nyujtanak a kornyezet teljes allapotdhoz, akkor azt mondjuk, hogy a kérnyezet

teljesen megfigyelhetd.
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- determinisztikus (deterministic) vagy sztochasztikus (stochastic). Amennyiben
a kornyezet kovetkezd éallapotat jelenlegi allapota és az. &gens A4ltal
végrehajtott cselekvés teljesen meghatdrozza, akkor azt mondjuk, hogy a
kornyezet determinisztikus, egyébként sztochasztikus.

- epizddszerti (episodic) vagy sorozatszerti (sequential). Epizodszert
kornyezetben az &agens tapasztalata elemi ,epizédokra” bonthaté. Minden
egyes epizdd az 4gens észleléseibdl és egy cselekvésébdl all. Nagyon fontos,
hogy a kovetkez6 epizdéd nem fligg az el6z6ben végrehajtott cselekvésektdl.
Epizédszert kornyezetekben az egyes epizédokban az akci6 kivalasztisa csak
az aktualis epizodtol fiigg. Sok osztdlyozasi feladat epizédszerti. Példaul az
Osszeszerel6 soron levé hibas alkatrészeket észlel6 agens minden egyes
dontését az aktualis alkatrész alapjan hozza, fiiggetlenil a korabbi
dontésektdl, tovabba az aktudlis dontés nem befolyésolja, hogy a kovetkez6
alkatrész hibas lesz-e. A sorozatszeri kornyezetekben az aktudlis dontés
befolydsolhat minden tovabbit. A sakk és a taxi vezetése sorozatszerti: a rovid
tava akciok mindkét esetben hosszu tava kovetkezményekkel jarhatnak. Az
epizédszerti kornyezetek sokkal egyszertibbek a sorozatszertieknél, hiszen az
agensnek nem kell elére gondolkodnia.

- statikus (static) vagy dinamikus (dynamic). Ha a kornyezet megvéltozhat,
amig az dgens gondolkodik, akkor azt mondjuk, hogy a kornyezet az agens
szamara dinamikus; egyébként statikus. A statikus kornyezetekkel egyszert
banni, mivel az dgensnek nem kell dllandéan a vilagot figyelnie, mik6zben
dont a cselekvés fel6l, és nem kell az id6 mulasaval sem torédnie. A
dinamikus kornyezetek allandéan azt kérdezik az agenstdl, hogy mit akar
tenni: ha még nem dontotte el, az annak szamit, hogy tgy dontott, hogy nem
tesz semmit (azaz egyféle visszacsatoldssal van dolgunk).

- diszkrét (diserete) vagy folytonos (continuous). A diszkrét/folytonos felosztas
alkalmazhat6 a kornyezet &llapotara, az id6kezelés modjara, az agens
észleléseire, valamim cselekvéseire. Példaul egy diszkrét allapott kornyezet,
mint amilyen a sakkjaték, véges szama kiilondllo allapottal rendelkezik. A

sakkban szintén diszkrét az akcidk és cselekvések halmaza. A taxivezetés
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folytonos allapotu és idejli probléma: a sebesség, a taxi és mas jarmtivek helye
folytonos értékek egy tartomanyat jarja végig a folytonos idében.
- Egyagenses (single agent) vagy tobbagenses (multiagent). Az egyagenses és
tobb-agenses kornyezetek kozotti kiilonbségtétel egyszertinek téinhet. Példaul
a keresztrejtvényt megfejt6 agens Onmagaban nyilvanvaléan egyagenses
kornyezetben van, mig egy sakkoz6 agens egy kétagensesben.
- versengd (competitive) vagy kooperativ (cooperative)
A felsorolt fogalmakkal mar talalkozunk a rendszerelmélettel kapcsolatos korabbi
fejezetekben. Ebbdl is lathatjuk, hogy amikor rendszer vagy rendszermodell
formalizalast végziink, batran haszndlhatjuk a szerepl6 agensekre vonatkozo
meghatarozasokat, mert azok a rendszer elemeinek (dgenseinek) szerepét, szereplését
jol értelmezhet&en lefrjak.
Az 4agensek a kovetkez6, mds tertiletekrdl is ismert szervezeti architekttrakba
csoportosulhatnak:
Hierarchia, Holarchia, Koalici, Team, Kongregacié, Kozosség, Federéci6, Piac,

Matrix, Osszetett (hibrid) strukttra.

2.5 Kognitiv térképek

Az elbrejelzés matematikai eszkozeként fuzzy kognitiv térképet hasznalhatunk,
melyet az ismert adatok alapjan kédolt algoritmus szerkeszthet meg. Ez lényegében
egy modellezett szimulaciés folyamat.

Az elnevezés az amerikai Kosko5! nevéhez fliz6dik, aki jelenleg villamosmérnok
professzor a Dél-Kaliforniai Egyetemen (University of Southern California, USC,
www.usc.edu). Fuzzy kognitiv térképérdl szol6 cikkét 1986-ban publikalta els6ként
az IJMMS (International Journal of Man-Machine Studies) 24. szamaban. Kosko
szerteagaz6 érdekl6dése tanulmanyaiban is megmutatkozott. BSc fokozatot filozoéfia
és kozgazdasagtan tertileteken szerzett, MSc tanulmanyait alkalmazott matematika,
PhD-t villamosmérnoki tertileten folytatta, mikozben jogi doktori cimet is szerzett.
Ennek megfelel6en fuzzy logika, neuralis hal6zatok és zaj témakorben is szamos

cikket publikalt.

5t Bart Andrew Kosko (1960-), amerikai villamosmérnok
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Fuzzy kognitiv térképe lényegében Robert Axelrod politikai kutaté 1976-ban
publikalt kognitiv térképének tovabbfejlesztése, kiegészitése élstilyokkal és szamitasi
mechanizmussal. A fuzzy kognitiv térkép egy iranyitott paros graf, csticsokkal és
sulyozott élekkel. A graf csucspontjai a rendszer egyes tényez6it (concepts, jelolésiik
C) szimbolizaljadk, az élek pedig az egyes tényez6k egymadsra gyakorolt hatasat
jelolik. Az élek és élstlyok mindig konkrét tényezé-parokra vonatkoznak. Az
élsulyok eldjele is fontos. Pozitiv élsuly (w;>0) arra enged kovetkeztetni, hogy a
kiindul6 tényez6 novekedésével a cél tényezd értéke is novekszik, vagy éppen
forditva: a kiindul6 tényez6 csokkenésével a cél tényez6 értéke is csokkenni fog.
El6fordulhat persze negativ sulyt él is (w;j<0), ami azt mutatja, hogy a forrés tényez6
novekedésekor a cél tényezd értéke csokken, vagy a forrds csokkenésével a cél
tényez6 értéke novekedni fog. Harmadik eset, amikor az él étéke nulla (w;=0).
Ilyenkor a két tényez6 kdzott nincs Osszefliggés.

Fuzzy kognitiv térképrdl 1évén sz6 az egyes tényezok kizérdlag fuzzy, vagyis [0, 1]
értékeket vehetnek fel, az egyes élsulyok pedig hasonléképpen csak [-1, 1]
tartomanybeli értékek lehetnek. Fontos megjegyezni, hogy a tényezSk kozotti

Osszefliggés nem feltétlentil azonos mindkét irdnyban (wi#wji).

el

(e s y
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FCM altalanos modellje>? FCM modellhez tartozo silymatrix?

Az élek értékeit kordbban gyjtott adathalmazzal betanithatjuk, majd a csomépontok
értékeit egy Aatviteli fliggvénnyel Gjraszamitjuk, éspedig a bemeneti élsalyok, a

bemeneti csomépontok értékei alapjan.

%2 Julie A. Dickerson, Bart Kosko, ”Virtual Worlds as Fuzzy Cognitive Map”, The
Massachusetts Institute of Technology, Presence: Vol. 3. No. 2. 173-189, Spring 1994
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