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Osszefoglalo

A cikk bemutatja, hogyan fejleszthet6k hatékonyan a matematikai és kognitiv kompetenciak a
kombinatorika oktatasaval. A szerzok kiilonds hangsulyt fektetnek a tdblazatos betlirendezés feladat
megoldasara szolgald ismétléses permutaciok tanitasara évodas és altalanos iskolas gyerekek korében.
A tablazatos betlirendezés feladat jatékos megoldasi modszere révén a gyerekek konnyedén
elsajatithatjak a bonyolult matematikai fogalmakat, mikdzben logikai gondolkodasuk, szamolasi
készségeik és emlékezdképességiik is fejlodik. A cikk részletesen targyalja, hogyan adaptalhat6 ez a
modszer kiilonbozo életkora gyerekek szamara, valamint bemutatja a gyakorlati 1épéseket, jatékokat és
feladatokat, amelyekkel a permutacié fogalma érthetévé valik. Az eredmények igazoljak, hogy a
tablazatos betlirendezés feladaton alapuld tanitds erdsiti a matematikai készségeket, mikdzben
tamogatja a gyerekek kognitiv fejlodését, kiilonds tekintettel a problémamegoldd ¢és logikai
gondolkodasukra.

Kulcsszavak: kombinatorika, ismétléses permutdcio, tabldzatos betiirendezés feladat, matematikai
kompetencia, jatékos tanulas

1. Bevezet6

A kombinatorika, mint a matematika egyik izgalmas terilete, a szamolasi és logikai elvek
Osszefonodasaval foglalkozik. Hagyomanyosan a kombinatorika oktatasa soran a tanarok foként
képleteket és alapfogalmakat tanitanak, amelyek gyakran nem elegenddek a didkok kreativitasanak és
problémamegoldé képességének fejlesztéséhez. Az ilyen passziv tanitasi médszerek mellett a tanuldk
tobbnyire csak a kész képleteket memorizaljak, anélkil, hogy megértenék azok létrejottét vagy
alkalmazésanak madjat kiilonféle probléméak megoldasakor.

Ezzel szemben a modern pedagogiai megkozelitések célja, hogy a diakok aktiv résztvevokké
valjanak a matematika tanuldsaban, nemcsak mint befogaddi, hanem mint alkotdi is a tudasnak. Ez azt
jelenti, hogy a tanulok lehetdséget kapnak arra, hogy sajat maguk, aktivitasokon keresztiil és kiilonbozo
reprezentaciok felhasznalasaval hozzak létre a kombinatorikai fogalmakat, képletek és megoldasi
stratégiakat.

A tanulméany konkrét példaval illusztralja ezt a megkdozelitést, bemutatva, hogyan fejleszthetok a
matematikai és kognitiv kompetencidk a kombinatorika jatékos oktatasaval. Kulénds figyelmet kap a
tablazatos bettirendezés feladat, amely az ismétléses permutacidk tanitasara dsszpontosit dvodas és
altalanos iskolas gyerekek szamara. Ennek a feladatnak a jatékos megkozelitése lehet6veé teszi a
gyerekek szamara, hogy kdnnyedén megértsek és elsajatitsak az 0sszetett matematikai fogalmakat. A
tablazatos betiirendezés feladat jatékos megoldasi modszerének begyakorlasaval fejlodnek a gyerekek
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logikai gondolkodasi készségei, szamolasi képességei és memdriaja, mikdzben fokozatosan bevezetésre
keriilnek a kombinatorika alapvetd fogalmai. A tablazatos betiirendezésre épiilo feladatok nemcsak a
matematikai készségeket erdsitik, hanem a kognitiv fejlédést is tamogatjdk, kiilondsen a
problémamegoldd és logikai gondolkodas terén. A tanulmany részletesen targyalja a maddszer
adaptalhatésagat kiilonboz6 életkort gyerekek szamara, bemutatva a gyakorlati 1épéseket, jatékokat és
feladatokat, amelyekkel a permutacié fogalma érthetové valik a fiatal tanulok szamara. Az 11j oktatasi
megkdzelités célja, hogy ne csak a képletek helyes alkalmazasat tanitsa meg, hanem arra is 6szténdzze
a didkokat, hogy magyarazzak meg gondolkodasi folyamataikat és megoldasaikat, ezéltal fejlesztve
kreativitasukat és 6nall6 matematikai gondolkodasukat.

1.1. Probléma felvetése

Az ismétléses permutaciok fogalmanak bevezetése a kdzépiskoldban komoly kihivast jelent mind a
tanarok, mind a didkok szaméra. A tanulok tobbsége szdmaéra az ismétléses permutéciok absztrakt
fogalma nehezen érthetd, és gyakran elidegeniti 6ket a kombinatorika témakorétol. A képlet, amely az
ismétléses permutaciok szamitasara szolgal, sokakban félelmet kelt, és inkdbb a memorizélasra
kényszeriti a didkokat, semmint a megértésre. Ennek kdvetkeztében bar sokan képesek alkalmazni a
képletet egy konkrét probléma megoldasa soran, nehézséget okoz szdmukra annak felismerése, hogy
egy adott feladat valéban az ismétléses permutaciok problémakorébe tartozik. A probléma tovabbi
nehézsége, hogy a didkok sokszor nem latjak az dsszefliggést a képletek és a valds életbeli helyzetek
kozott, igy a kombinatorika elvont fogalma tavolinak tiinik szamukra. Gyakran hianyzik az az intuitiv
megkdzelités, amely segitené a didkokat abban, hogy sajat tapasztalataikra alapozva értsék meg az
ismétléses permutaciok alkalmazhat6sagat és fontossagat kilonféle problémak megoldasakor.

A szerzok célja, hogy ezt a nehézséget athidaljak, egy 0j megkozelitéssel vezetik be az ismétléses
permutaciok fogalmat, amely mar fiatalabb korban el6késziti a kdzépiskolas tanulokat a kés6bbi
kombinatorikai tanulmanyokra. A modszer alapjat a tablazatos betiirendezési feladat képezi, amely
jatékos ¢€s algoritmikus megoldasi lehetdségeket kinal. Az ilyen tipust feladatok segitségével a tanulok
kiilonb6z0 korosztalyokban fokozatosan sajatithatjak el az ismétléses permutaciok fogalmat. A médszer
kildnlegessége, hogy az algoritmikus megoldasi mod segitségével a didkok 1épésrol 1épésre kovethetik
a betiik elrendezésének folyamatat, ami segiti 6ket a mogottes logika megértésében. Ezt kdvetden,
amikor mar kialakult egy intuitiv megértés, a szerzOk bevezetik a kombinatorikus megkdzelitest,
amelyben mar az ismétléses permutaciok képletét alkalmazzak. igy a tanul6k nemcsak mechanikusan
tanuljak meg a képletet, hanem annak értelmezését és alkalmazasat is megértik.

Ez a pedagogiai modszer lehetdséget nyujt a didkok szamara, hogy sajat felfedezéseiken keresztiil
alakitsak ki a kombinatorikai gondolkodéas alapjait. A tablazatos betlirendezési feladatok
jatékos formaja pedig segit abban, hogy a tanuldk pozitiv élményeket szerezzenek a kombinatorikai
problémak megoldasa soran, igy csokkentve a tantargytol valéd félelmiiket és novelve érdeklédésiiket a
matematika irant.

2. EIméleti hattér

2.1. A kombinatorika és a kompetenciak fejlesztésének kapcsolata

A kombinatorika a matematika azon aga, amely kilonféle targyak és elemek elrendezését, illetve
sorba rendezését vizsgalja, és figyelembe veszi az 0sszes lehetséges lehetdséget. A kombinatorika a 17.
szdzadban alakult ki. Sokéig nem tekintették a matematika 6nall6 aganak. A kombinatorika elemeit mar
korabban is hasznaltak: a vadaszok stratégidik tervezéséhez, a katonak haditaktikak kidolgozaséhoz, a
munkésok pedig eszkdzeik hatékony hasznalatahoz. Erdekes kombinatorikai problémak mér ebben az
iddszakban is felmeriiltek (Siddikov, 2022).

A kombinatorika elsé tanulmanyait olasz tudosok, példaul D. Cardano, N. Tartaglia (1499-1557) és
G. Galileo (1564-1642), valamint a francia tudés B. Pascal (1623-1662) végezték. G. Leibniz volt az
elsé, aki a kombinatorikat 0Onallo6 matematikai agként tanulmanyozta. 1666-ban irta meg a
»Combinatorika miivészetér6l” cimii munkajat, amelyben eldszor hasznalta a ,kombinatorika”
kifejezést.

A kombinatorika oktatdsa nemcsak a matematikai ismeretek bovitését szolgalja, hanem szamos
olyan készség és kompetencia fejlesztésére is alkalmas, amelyek a mindennapi életben és mas
tantargyak elsajatitasaban is hasznosak lehetnek. A kombinatorikai feladatok és problémak megoldésa
hozzajarulhat kiilonb6z6 kompetenciak fejlesztéséhez.
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Logikai gondolkodas és problémamegold6 képesség: A kombinatorika megkdveteli a diakoktdl
a logikai kovetkeztetések alkalmazasat. Amikor egy tanulé kombinatorikai feladattal talalkozik,
példaul kiilonbdzo sorrendek, csoportositasok vagy elrendezések kiszdmitasaval, [épésrol 1épésre
kell elemeznie a probléma strukturajat. Ez a folyamat fejleszti a logikai gondolkodast, hiszen a
tanulonak az osszefliiggések felismerésére, a kiillonb6z6 megoldasi stratégiak mérlegelésére és a
helyes megkdzelités kivalasztasara van szliksége.

Kreativitas €és innovativ gondolkodas: a kombinatorika lehetdséget ad a kreativ gondolkodas
kibontakoztatasara. A kombinatorikai problémak gyakran tobbféle médon is megoldhatdk, ami
lehetdséget biztosit a didkok szdmara, hogy sajat Gtleteik és intuiciojuk alapjan talaljanak j
megoldasokat. Az Uj megkdzelitések keresése és a sajat modszerek kidolgozésa 6sztonzi a kreativ
gondolkodast, amely kulcsfontossagu a tudomanyos €s innovativ teriileteken.

Algoritmikus gondolkodas és algoritmusok alkalmazasa: A kombinatorikai feladatok megoldasa
soran a tanulok gyakran talalkoznak olyan problémakkal, amelyek megoldasahoz algoritmusok
alkalmazasara van szikség. Az algoritmikus gondolkodds magaban foglalja a lépések
sorrendjének tervezését, az ismétlodések kezelését és a hatékony szamitdsi moddszerek
kidolgozésat. Példaul az ismétléses permutaciok vagy kombinacidk kiszadmitasakor a tanul6knak
meg kell értenilik az adott feladat szerkezetét, és képesnek kell lennilik 1épésenként felépiteni a
megoldast. Ez a folyamat fejleszti az algoritmikus gondolkodast, amely a programozas és a
szamitéstechnika terlletén is hasznos készség.

Szamolési készségek és numerikus kompetencia: A kombinatorikai problémak megoldasa
szorosan 0sszefiigg a szamolasi készségek fejlesztésével is. A didkok gyakran nagy szdmokkal
dolgoznak, amikor kiilonb6z6 permutaciokat, kombinaciokat vagy faktorialis értékeket
szamolnak ki. Ezek a feladatok segitenek a tanuldknak abban, hogy gyakoroljdk a nagy
szamokkal végzett miveleteket, fejlesszék numerikus kompetencidjukat, és megtanuljak
helyesen kezelni a szdmitasokat. Az ilyen tipust gyakorlatok hozzajarulnak a szamolasi
pontossag és a szamolasi gyorsasag javulasahoz.

Rendszerezési és szervezési készségek: A kombinatorikai feladatok gyakran igénylik a
rendszerezést és a szervezeést, kiilondsen akkor, amikor a didkok kiilonboz6 lehetdségeket vagy
eseteket szamolnak 6ssze. Példaul egy permutaciés probléma megoldasa soran a tanul6nak
rendszereznie kell az ismétlodo elemeket és meg kell kiillonboztetnie az eseteket, hogy elkeriilje
a duplikacidkat. Az ilyen feladatok fejlesztik a tanulok rendszerezési és szervezési készségeit,
amelyek fontosak a problémak megoldasanak logikus és atlathatd megkozelitésében.
Kommunikacios készségek és a matematika nyelvének elsajatitasa: A kombinatorika tanitasa
soran a diakok megtanuljak, hogyan fejezzék ki gondolataikat a matematika nyelvén. A
problémamegoldas soran fontos, hogy a tanulok képesek legyenek pontosan megfogalmazni,
milyen megkozelitést alkalmaznak, milyen képleteket hasznalnak, és hogyan jutnak el a
megoldasig. A matematikai kommunikacié fejlesztése hozzajarul a pontos fogalmazasi
készségek kialakuldsdhoz, ami segiti a tanulokat méas tantargyakban is, ahol logikus érvelésre és
pontos kifejezésmodra van sziikség.

Tiirelem, kitartas és koncentracio: A kombinatorikai problémak megoldasa gyakran idéigényes
és kitartast igényel. Sok esetben a helyes megoldas megtalalasdhoz a didkoknak tobb
probalkozasra van sziikségiik, és killonb6z6 modszereket kell kiprobalniuk. Ez a folyamat
fejleszti a tlirelmet és a kitartast, mivel a tanulok megtanuljdk, hogy a sikerhez iddre és
szorgalomra van sziikség. Emellett a kombinatorikai feladatok megoldésa fokozott koncentraciot
igényel, mivel egyetlen szamitasi hiba is megvaltoztathatja az eredményt.

2.2 Reprezentaciok

A reprezentacid fogalmat akkor alkalmazzuk, amikor egy dolog vagy fogalom egy masik dolog vagy
fogalom abrézolasat szolgalja — emeli ki Duval (2006). Véleménye szerint ,,... a reprezentaciok jelekbol
¢s azok szabalyok altal meghatarozott Osszetett kapcsolataibol allnak, melyek lehetdvé teszik
rendszerek, folyamatok vagy jelenségek leirasat” (Duval, 2006: 104). Janvier (1987) szerint a
reprezentaciok alapja lehet valos targyak, papirra vetett abrak vagy akar az egyén elméjében 1étezd
oOtletek. A reprezentaciok keletkezési helyiik alapjan két 6 kategoridba sorolhatok: kiilsd és bels6. A
kiilsé reprezentaciok a kornyezetben jonnek 1étre és ott 1éteznek, mig a belsék az egyén tudasanak
részeként alakulnak ki és tarolddnak (Zhang, 1997).

— 150 -



Stankov Gordana, Papp Zoltan, Szilagyiné Szinger Ibolya: Matematikai és kognitiv kompetenciafejlesztés (pp. 148-159)

Zhang (1997) tovabba ramutat arra, hogy a kiils6 reprezentaciok memorizalasa altal belsé
reprezentaciokka alakithatok, mig a belsé reprezentaciok is kiils6vé teheték. Haciomeroglu, Aspinwall
¢s Presmeg (2010) megjegyzik, hogy a belsd és a kiilsé reprezentacié gyakran nem teljesen azonos.
Bruner (1966) szerint a tudas belsd reprezentacidinak harom tipusa kiilonboztetheté meg: konkrét,
ikonikus és szimbolikus. A konkrét reprezentdciok targyak hasznalataval jonnek létre, az ikonikusak
képek és abrak segitségével, mig a szimbolikus reprezentacidk szimbdlumok hasznélataval alakulnak
ki. Bruner (1996) azt javasolja, hogy a tanulasi folyamat kezdeti szakaszaban a didkok konkrét targyakat
alkalmazzanak, majd ezt kdvetden képeket, abrakat, végiil szimbolumokat.

Miura (2001) szerint a reprezentacioknak két tipusa van: oktatési és kognitiv reprezentaciok. Az
oktatasi reprezentéciokat a tandrok hasznaljak a tanulas eldsegitésére, mig a kognitiv reprezentaciokat
a tanuldk sajat maguk hozzak létre matematikai fogalmak tanuldsa vagy problémamegoldas soran.
Palmer (1978) gy véli, hogy a reprezentalt vilag objektumai kozotti kapcsolatok megfelelnek az
abrézolt vilag kapcsolatrendszerének. Samsuddin és Retnawati (2018) szerint a reprezentéacié hid az
absztrakt matematikai fogalmak és a mindennapi élet kozotti 6sszefiiggések megértésében.

Duval (2006) hangstlyozza, hogy a kiilonb6z6 reprezentaciok kozotti attérés kulcsfontossagu a
matematikai tanulasban, mivel ezek eltérd jellemzoket emelnek ki a reprezentalt targyakrol. Mivel a
reprezentaciék mind a kommunikacidéban, mind a gondolkodasban fontos szerepet jatszanak,
elengedhetetlen, hogy a didkok megtanuljak azokat elkésziteni és értelmezni (Greeno és Hall, 1997).
Mainali (2019) szerint a killonbdzé reprezentacios formak ismerete azért lényeges, mert bizonyos
problémak megoldasa hatékonyabb a megfeleld reprezentaciok alkalmazéasaval.

Szamos kutatod, koztik Kilpatrick, Swafford és Findell (2001), Greeno és Hall (1997), valamint
Goldin és Shteingold (2001), egyetért abban, hogy a reprezentaciok hasznalata elésegiti a tanulasi
folyamatot. A konkrét reprezentaciok felséoktatasban vald alkalmazasat tobb tanulmany is
dokumentalja, példaul Chan és Chan (2023), Hunt, Nipper és Nash (2011), valamint Stankov (2014).

2.3 Polya Gyorgy regresszié elve

Polya Gyorgy, a 20. szdzad egyik legnagyobb matematikusa, jelentds hatast gyakorolt a
kulcseleme, az analitikus problémamegoldas hatékony eszkdze. Az elv 1ényege, hogy egy bonyolult
problémat ugy kozelitiink meg, hogy visszalépilink egy egyszertibb, mar ismert problémahoz, majd a
megoldas soran szerzett ismereteket visszavezetjik az eredeti probléméara. Ez az elv nemcsak
matematikai problémékra alkalmazhatd, hanem altalanos gondolkodasi stratégiat is nyujt (Pélya, 1945).

A regresszid elve szerint, amikor egy problémaval szembesiiliink, eldszor érdemes visszalépni az
alapokhoz. Polya hangsulyozta, hogy a problémak elemzésének els6 1épése a megértés: pontosan meg
kell hatarozni, hogy mit keresuink, milyen informéaciék allnak rendelkezésiinkre, és hogyan viszonyul
az adott probléma mas, mar megoldott problémakhoz. A regresszid soran olyan egyszer(sitett
problémat keresilink, amelynek megoldasa kdzelebb vihet minket az eredeti kérdés megvalaszolasahoz
(PAlya, 2009).

Pdlya szerint a matematikai gondolkodas tanitdsanak kdzéppontjaban a problémamegoldas all,
amelyben a regresszi6 elve kiemelt szerepet kap. A diakoknak meg kell tanulniuk, hogyan bontséak le a
bonyolult kérdéseket egyszeriibb részekre, és hogyan alkalmazzdk a mar megszerzett tudast uj
helyzetekben. Ez a mddszer nemcsak a matematikai kompetenciat fejleszti, hanem a kritikus
gondolkodas képességét is (Polya, 2014).

2.4 Probléma ekvivalens transzformécidja

A matematikai problémamegoldas egyik hatékony eszkoze az ekvivalens transzformacio, amely
sorén egy adott problémat egy maésik, az eredetivel ekvivalens probléméara alakitunk at. Az ilyen
transzformaciod célja, hogy a probléma konnyebben kezelhetd, jobban érthetdé vagy egyszeriibben
megoldhat6 legyen, mikdzben az eredeti probléma Iényegi tulajdonsagai nem valtoznak. Ez a médszer
kiiléndsen fontos szerepet jatszik az analitikus gondolkodas fejlesztésében és az Osszetett problémak
megoldaséban (Polya, 1945; Schoenfeld, 2014).

Az ekvivalens transzforméacid kulcsfontossagu feltétele, hogy az atalakitas soran a probléma
megoldasanak helyessége és értelmezhetésége megmaradjon. Ez azt jelenti, hogy az eredeti és az
atalakitott probléma ugyanazokat a megoldasokat adja, vagy az egyik probléméara adott vélasz
egyértelmiien megfeleltethetdé a masik megoldasanak (Kilpatrick, Swafford, & Findell, 2001). Az
atalakitas soran alkalmazott modszerek lehetnek:
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e Algebrai manipulaciok: Példaul egy bonyolult egyenlet egyszertisitése, kozds nevezdre hozas,
vagy egyenlet-rendszer ekvivalens 4talakitasa.

e Geometriai abrazolas: Egy térbeli probléma kétdimenzids abrazolasra vald leegyszeriisitése.

e Problémék Gjrafogalmazéasa: A probléma més kontextusba helyezése, példaul absztrakt algebrai
kérdés megoldasa grafelméleti eszk6zékkel (Mason, Burton, & Stacey, 2010).

Az ekvivalens transzformacio kiilondsen fontos szerepet jatszik a tanulési folyamatban, mert segit a
tanuloknak a kiilonb6z6 reprezentaciok kozotti &tmenetek megértésében (Duval, 2006). Ez a képesség
elengedhetetlen a matematikai gondolkodas fejlesztésében, mivel lehetové teszi a problémak kiilénb6zd
nézépontokbal vald megkozelitését.

Az ekvivalens transzforméacid kuléndsen hasznos eszkdz a matematikai oktatasban, mivel segiti a
tanulokat abban, hogy a problémak lényegét kiilonb6zd nézépontokbol is megértsék. Ez fejleszti az
analitikus gondolkodast, és lehetévé teszi a tanulok szamara, hogy komplex helyzetekben is kreativ
moddon keressenek megoldast (Polya, 1945; Mason et al., 2010). Az atalakitas képessége azt is erdsiti,
hogy a tanulok kiilonb6zé matematikai tertiletek kozotti 6sszefiiggéseket felismerjék (Duval, 2006).
Egyes kutatok, példaul Bruner (1966), hangsulyozzak, hogy a tanuldk elészor konkrét, majd ikonikus,
végul szimbolikus reprezentacidkon keresztill érthetik meg legjobban a matematikai problémak
lényegét. Ez az atmenet szintén az ekvivalens transzforméacio elvére épil, amely az absztrakt
gondolkodast erdsiti.

2.5 A tablazatos betiirendezési feladat
A tablazatos betlirendezési feladat egy olyan matematikai-logikai probléma, amelyben egy adott
halézatszeri matrixban kell megtalalni az Osszes olyan lehetséges utvonalat, amely egy elére
meghatarozott szabaly szerint rendezett karakterlancot vagy szét alkot. A feladat szamos matematikai
és kognitiv teriileten alkalmazhat6, példaul grafelméletben, algoritmusok tervezésében, valamint az
Ovodai és Altalanos iskolai oktatasban, ahol segiti a gyerekek logikai gondolkodaséanak,
mintazatfelismerésének és problémamegoldd képességeinek fejlesztését.
Egy tablazatot képzelunk el, amely m X n méretli, és cellaiban betiik szerepelnek. A cél egy adott
sz6 megtalalasa az alabbi szabalyok betartasaval:
o Kiindul6pont: a tablazat bal felso sarka.
e [ranyitott mozgas: A mozgas megengedett az egymassal szomszédos cellak kdzott (vizszintesen
jobbra és fliggélegesen lefelé).
e Egyszeri latogatas: Egy cella egy adott Gtvonalban csak egyszer latogathaté meg.
e Szabdlyos karakterlanc: Az utvonalon haladva a betiik sorrendje meg kell, hogy feleljen az elére
definialt karakterlancnak.

A tablazatos betiirendezési feladat megoldasahoz tobbféle stratégia all rendelkezésre. A teljesség
igénye nélkil, csak azokat a stratégiakat emlitjuk, amelyeket a tanulok koénnyen megértenek és
élvezettel alkalmaznak.

Az egyik legegyszeribb megoldasi stratégia a brute force keresés, amely lényege, hogy
megprobaljuk felépiteni az dsszes lehetséges Utvonalat, amely megfelel a szabalyoknak. A brute force
keresés a kovetkezo 1épésekbol all:

e Induljunk ki a tablazat bal fels§ sarkdban talalhaté cellabol, amelyben a keresett szo els6

karaktere talalhato.

e Keressiik meg az els6 cellabdl azt, amely tartalmazza az adott sz6 masodik karakterét és a

kiindulé cellatdl kbzvetlendl jobbra, vagy alatta helyezkedik el.

o Folytassuk az Utvonal kovetését, amig el nem ériink a sz6 végehez.

o Jegyezziik fel a megtalalt utvonalat.

e Zarjuk ki a mar megtalalt utvonalat és inditsuk el az algoritmust Gjbol.

A brute force modszer magas idékomplexitasa miatt az algoritmus nem alkalmas nagy dimenzioju
problémak megoldasara, de egyszeriisége miatt mar 6vodas kort gyerekek is elsajatithatjak és kisebb
feladatokon élvezni tudjak az utvonalak keresését.
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A tablazatos betlirendezési feladatot ekvivalens kombinatorikai feladatként is tekinthetjik. Mivel a
tablazatban a megfelel betlikon vezetd Gt hossza rogzitett, mindig m lépést kell lefelé menni és n 1épést
jobbra. Az 6sszes lehetséges Iépések szdma m + n. Jeldljiik a jobb iranyba torténd 1épést — jellel, még
a le iranyba torténd 1épést | jellel. Ebben az esetben a betiik kiolvasasa folyaman — és | karakterekbdl
allé m + n hosszlsagu sorozatot kapunk, amelyben m darab | jel és n darab — jel talalhat6. Az
ekvivalens feladat a kdvetkez6 modon fogalmazhaté meg: ,,Hanyféle sorrendben rakhato ki az adott
sorozat?” A feladatot ismétléses permutdcioval lehet megoldani a

(n+m)!

Pm'n —
m!n!

m+n —
képlet segitségével.

3. Az ismétléses permutaciok tanitasa

3.1 Ismétléses permutacio tanitasa és gyakorlasa kozépiskolaban

A szerzOk ebben a fejezetben bemutatjak, hogyan vezethetd be a kozépiskoldsok szamara az
ismétléses permutéacié fogalma, és miként segitheti a tandr a tanuldkat abban, hogy @nall6an
megalkossak az ismétléses permutacid képletét. A mddszer alapfeltételezi, hogy a tanul6k mar ismerik
az ismétlés nélkiili permutacidk fogalmat. A tandr példaként a kovetkezd, ismétlés nélkiili
permutacidval kapcsolatos feladatot adhatja: (Stankov & Papp, 2024)

,Hanyféleképpen lehet sorba rendezni harom kiilénbozé szinti filctollkupakot? ird fel az dsszes
lehetséges sorrendet.”

Mivel a tanul6k mar tisztaban vannak az ismétlés nélkili permutaciok alapjaival, képesek lesznek a
rendezések szimbolikus reprezentaciojat tablazatos formaban megjeleniteni az 1. bra szerint (Stankov
& Papp, 2024).

Ismétlés nélkiili permutacio

1. dbra: Afilctoll kupakok lehetséges sorrendje

Miutén kiraktak az 6sszes sorrendet, a didkok felirjak az ismert ismétlés nélkili permutécio képletét:
P; = 3! = 6, vagyis altalanos esetben B, = n!. A tanar arra kéri a tanulokat, hogy rendezzék at a
korabban kirakott sorrendeket az alabbi mddon: az elsé két sorban a kék kupak legyen az els6 helyen,
a harmadik és negyedik sorban a kék a kozépsd helyen, az 6todik és hatodik sorban pedig a kék az
utolsé helyen szerepeljen. Ezutan megkérdezi, mi térténne, ha a sziirke filctoll kupak fekete szinii lenne.
Majd arra kéri 6ket, hogy ugyanazt a sorrendet allitsak eld, de a sziirke kupak helyett egy masodik
fekete kupakot hasznéljanak. Miutan a tanuldk a 2. dbra szerint rendezték el a kék és két fekete kupakot,
¢észreveszik, hogy a tablazat masodik sora megegyezik az elsdvel, a negyedik a harmadikkal, a hatodik
pedig az 6todikkel. Ebb6] a tanuldk arra a kovetkeztetésre jutnak, hogy feleannyi permutacid lehetséges,
ha a fekete kupak kétszer szerepel, mint amikor a harom kupak kiilonb6z0 szinii. A tanar a kdvetkezo
feladatokat adja, hogy segitsen a diakoknak megérteni, miért kell az ismétlés nélkuli permutéciok
szamat 2-vel osztani.
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Ismétlés nélkuli permutacio Ha a két fekete kllonbozé volna Ismétlés nélkuli permutacio

2. dbra: Ismétléses permutacio

,Hanyféleképpen lehet sorba rendezni négy filctoll kupakot, ha harom kupak szine megegyezik, még
a negyedik kilénbozik?

A tanuldk el6szor négy kiilonb6zo szinl kupakkal allitjak eld az 6sszes lehetséges sorrendet. Fontos,
hogy a négy kupak koziil harom hasonl6 arnyalatu legyen, mig a negyedik kupak eltéré szinii. Miutan
a tanuldk a 3. abra szerint kiraktak az 6sszes lehetséges sorrendet, a tanar k6zosen megvitatja vellk, mi
torténne, ha a hasonlé arnyalatt kupakok teljesen egyszintiek lennének.

Ismétlés nélklli permutacié  Ha a harom fekete kilonbozé volna Ismétléses permutacio

3. dbra: Ismétléses permutacié

A didkok a kirakott kupakok alapjan észreveszik, hogy minden sorrend hatszor ismétlédik. Ez
Osszefiigg azzal, hogy harom azonos szini kupak van, és csak egy eltérd. Ennek alapjan felismerik,
hogy az 0sszes ismétlés nélkili permutacio szamat el kell osztani az azonos szinii kupakok sorrendjének
szdmaval, azaz 3! = 6-tal. Annak érdekében, hogy megértsék, mi torténik, ha tobb szin is ismétlodik, a
tanar a kovetkezo feladatot adja:

~Hanyféleképpen lehet sorba rendezni négy filctollkupakot, ha két kupak szine sziirke, a masik kettd
pedig kék?”

A tanulok elészor két kiilonbozd sziirke és két kiilonbozo kék kupakkal dolgoznak, igy négy
kiilonb6z6 szinli kupakkal allitjak eld az Osszes lehetséges sorrendet. Miutan kiraktdk az Osszes
sorrendet, a tanar megkérdezi, mi torténne, ha a két-két azonos arnyalati kupak teljesen egyszinii lenne.
Ekkor a tanulok ismét kirakjak az 0sszes sorrendet, ezuttal csak a két szint hasznélva, ahogy a 4. dbra
mutatja. A didkok észreveszik, hogy minden egyedi sorrend négyszer ismétlédik, mivel két azonos
sziirke és két azonos kék kupak van. Ennek megfelelden az dsszes ismétlés nélkiili permutacio szamat
el kell osztani a sziirke kupakok permutécidinak szamaval (2!=2) és a kék kupakok permutacidinak
szdmaval (2! = 2).

A tanulok felismerik, hogy az osztd attol fiigg, hany kiilonb6z6 szinti csoportra lehet osztani a
kupakokat, és minden csoport azonos elemeinek permutécids szamaval kell osztani az 6sszes sorrendet.
Igy az dsszes lehetséges sorrend kiszamitasahoz az dsszes ismétlés nélkiili permutacio szamat el kell
osztani az egyes csoportok elemeinek faktorialisaval, az alabbiak szerint:
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Ismétlés nélkuli permutacio Két sziirke és két kék kilonbozd Ismétléses permutacio

4. &bra: Ismétléses permutacio, ha két -két szin megegyezik

Miutan a tanuldk elsajatitottak az ismétléses permutaciok fogalmat, gyakorlasként tanar feladhatja a
tablazatos betiirendezési feladatot.

,Hanyféleképpen olvashatjuk ki a "BUDAPEST" szot a 1. tdblazatbol, ha a tablazat bal felsd
sarkabdl indulunk, és csak jobbra, illetve le haladhatunk a tablazatban?”

1. tablazat: Tablazatos betiirendezési feladat
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A tanar célja, hogy ravezesse a tanuldkat, hogy ez a feladat felirhatd6 kombinatorikai feladatként. A
ravezetésben segithet egy Utvonal bejel6lése az 5. abra szerint:
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5. dbra: Ekvivalens kombinatorikai feladat.

Ha a tanulék nem jonnek ra, hogyan fogalmazhaté meg a feladat kombinatorikai problémaként,
amelyben az ismétléses permutaciok szdmat kell meghatarozni, a tanar a nyilak segitségével bejeldlhet
egy tovabbi Utvonalat. Tébb utvonal bejeldlése utan a tanuldk felismerik, hogy: minden Gtvonal
esetében a jobbra és lefelé mutatd nyilak szama azonos. Ekkor a tanar felirja az ennek megfeleld
kombinatorikai feladatot: ,,Hanyféleképpen rakhatjuk sorba a —, —, =, —, 1,1, | karaktereket?” Mivel

az ismétléses permutacio fogalmat a tanulok ismerik, meg tudjék oldani ezt a feladatot is: P;~* = 47—;, =

35. A kovetkezd kérdés kulcsfontossagu: ,,Mi a kapcsolat a "BUDAPEST" sz6 kiolvasésai és a
megadott karakterek (nyilak) sorba rendezése ko6zo6tt?” A tanulok gyorsan belatjak, hogy minden
kiolvasasnak egy sorba rendezes felel meg és forditva: minden sorba rendezésnek egy kiolvasés felel
meg. Ezért a tanulok megfogalmazzak a kovetkez6t: a kiolvasasok szama azonos a sorba rendezések
szaméval, illetve azt, hogy mindkett6 feladatnak azonos a megoldasa. Diszkusszion keresztiil, a tanulok
megbeszélik, hogy az ilyen feladatokat egymasra &t lehet fogalmazni és az eredeti feladat helyet,
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megoldhatjuk az atfogalmazott feladatot is, ha ez szamunkra kénnyebb. A tanar ismerteti a végén az
ekvivalens problémak elnevezést.

3.2 Tablazatos betiirendezési feladat gyakorlasa altalanos iskolds korban

Az ismétléses permutéacié fogalmanak bevezetése altalanos iskolaban képlet segitségével nem
ajanlott. Ugyanakkor a tablazatos betiirendezés feladat érdekes lehet a tanulok szamara, és ha a tanar
bemutatja a brute force modszer egy kovetkezd valtozatat, a didkok élvezettel foglalkozhatnak
kiilonb6z6 dimenzidju feladatokkal. Az eljaras alapotlete a kdvetkezd: minden tablazati mezé két
szomszédos oldala k6zé jobbra és lefelé mutatd nyilakat kell rajzolni. Ezutan, minden mezdébe be kell
irni, hogy hany nyil vezet az adott mez6be. Végiil a tablazat bal als6 sarkaban 1évé mezobe keriilé szam
az 0sszes lehetséges utvonal szamat adja meg, ahogyan azt a 6. dbra mutatja. A tanuldk az eljarast
kdvetve tudat alatt egy brute force mddszert alkalmaznak.

) B le U J:OLD leA lep
I S N
B
FLFL RO

6. abra: Brute force modszer.

Az altalanos iskolaban bevezetett tablazatos betlirendezési feladat és az ehhez kapcsolodo eljaras
kival6 alapot nyujthat a kozépiskolai tanulmanyokhoz, amikor a tanar az ismétléses permutaciéd
fogalmat ismerteti.

3.3 Tablazatos betiirendezési feladat gyakorlasa ovoddas korban

A tablazatos betlirendezési feladat bevezethet6 fiatal korban is, amikor a gyerekek nem tudnak jol,
vagy egyaltalan nem tudnak olvasni. llyenkor a feladat célja médosul. A gyerekeknek nem kell az
Osszes Ut szamat meghatarozni, hanem minél tébb utat megtalalni és kijeldIni.

Els6 osztalyban, a tanulok a tdblazatos betlirendezési feladat kovetkezo valtozatat kapjak:

»Keresd meg a 7. abran talalhatd tablazat utvonalait, amelyek a 8. abran lathaté szinek és betiik
sorozatat tartalmazza!”
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7. &bra: Tablazatos szin- és betiirendezési feladat
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8. dbra: Szin- és betiisorozat

A feladat szerint a tanuléknak minél tobb lehetséges Gtvonalat kell megtalalniuk, idealis esetben az
Osszeset. A tanar még érdekesebbé teheti a feladatot, ha a tablazatot szines papirokbol allitja 6ssze, és
a tanuldknak gyalog kell bejarniuk az Gtvonalakat a padlora teritett tblazaton. A feladat papiron is
izgalmas lehet, ha a tanuldk a tablazaton megrajzoljak és kiszinezik az uUtvonalakat. Az ilyen jatékos
tevékenység nemcsak a tanulok rendszerezési képességét fejlesztheti, hanem a kommunikacids
készségeiket is, kilondsen csoportos munkavégzés soran. Emellett a gyerekek a betiik felismerését is
gyakorolhatjak.
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Ovodas korban, amikor a gyerekek még nem tudnak olvasni, a feladat kénnyen maédosithato. A
betlirendezési feladat helyett szinrendezési feladatként is alkalmazhatd, példaul igy:

»Keresd meg a 9. abran lathat6 tablazat utvonalait, amelyek megfelelnek a 10. 4bran bemutatott
szinsorozatnak!”

Ez a vaéltozat a szinek és a mintazatok felismerését segiti el6, mikozben a gyerekek logikai
gondolkodasat és megfigyeloképességét fejleszti.

9. dbra: Tablazatos szinrendezési feladat

l ] [ I [ I l

10. abra: Szinsorozat

A megoldasi médszer ugyanaz marad, mint a tablazatos szin- és betiirendezési feladatnal.

| 4. Osszefoglalas

A tanulmény részletesen bemutatja, hogyan hasznalhatd a tablazatos betiirendezési feladat a
matematikai és kognitiv kompetencidk hatékony fejlesztésére dvodas és altalanos iskolas gyerekek
korében. Az ismétléses permutéaciok fogalmanak jatékos és életkorhoz igazitott megkozelitése révén a
kombinatorika tanitdsa kozelebb hozhat6 a tanul6khoz, csdkkentve a témakoérhéz kapcsolodd
nehézségeket és elidegenedést.

A tanulmany kiemeli, hogy a hagyomanyosan absztrakt és nehezen érthetd ismétléses permutaciok
intuitivabb megkozelitésével jelentGsen javithato a tanulok megértése és problémamegoldo készsege.
A tablazatos betiirendezés feladat egy olyan gyakorlati eszk6z, amely nemcsak a matematikai fogalmak
elsajatitasat segiti, hanem a logikai gondolkodas, a szamolasi készségek és a rendszerezési képesség
fejlesztéset is timogatja. Az 6vodasok szamara a jatékos formaban torténd bemutatas, mig az altalanos
iskolasok esetében az életkornak megfeleld, strukturalt gyakorlatok kiilondsen hatékonynak
bizonyultak.
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DEVELOPING MATHEMATICAL AND COGNITIVE COMPETENCIES IN PRESCHOOL AND PRIMARY
SCHOOL CHILDREN THROUGH TEACHING REPETITIVE PERMUTATIONS BASED ON LATTICE PATH
PROBLEM TASKS

Abstract

The article presents how mathematical and cognitive competencies can be effectively developed
through the teaching of combinatorics. The authors place particular emphasis on teaching repetition-
based permutations and combinations without repetition for preschool and elementary school children,
specifically in the context of lattice path problem tasks. The playful approach to solving lattice path
problem tasks allows children to easily grasp complex mathematical concepts while also enhancing
their logical thinking, counting skills, and memory. The article discusses in detail how this method can
be adapted for children of different ages and presents practical steps, games, and exercises that make
the concept of permutations understandable. The results confirm that teaching based on lattice path
problem tasks strengthens mathematical skills while supporting children’s cognitive development,
particularly in problem-solving and logical thinking.

Keywords: combinatorics, repetition-based permutations, lattice path problem, mathematical
competency, playful learning
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