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STANKOV GORDANA', PAPP ZOLTAN?
1Szabadkai Miiszaki Szakfoiskola, Szabadka, Szerbia
2Ujvidéki Egyetem Magyar Tannyelvii Tanitoképzé Kar, Szabadka, Szerbia
'sgordonka@yahoo.com; *zoltan.papp@magister.uns.ac.rs

KOMMUNIKACIO A MATEMATIKA NYELVEN

Osszefoglalo

A kombinatorika tanitdsdban a tanarok altaldban az alapfogalmak magyarazata sordn megadjak a
képleteket és a tanulok a gyakorlas folyaman ezeket a képleteket hasznaljak. Ez azonban nem feltétlentil
segiti eld a tanulok kreativitasat és problémamegoldo képességét, hiszen nem értik meg, hogy honnan
szarmaznak ezek a képletek, és hogyan lehet Oket alkalmazni kiillonb6zd helyzetekben. A szerzok a
tanulmanyban egy olyan tanitasi modszert mutatnak be, amely 6sztdnzi a tanulokat, hogy sajat maguk
alkossak meg a képleteket, illetve sajat maguk teremtsenek egy nyelvet, a matematika nyelvét. A
tanulmany célja, hogy bemutassa, hogy a kombinatorika tanitdsa nem csupan a meglévd képletek
memorizalasat és alkalmazasat jelenti, hanem egy olyan folyamatot, amelyben a tanuldk aktivan részt
vesznek a matematikai gondolkodas fejlesztésében.

Kulcsszavak: kombinatorika, kombinatorika oktatasa képletek nélkiil, matematika nyelve

1. Bevezet6

A kombinatorika, mint matematikai teriilet, azokat az elveket és modszereket kutatja, amelyek a
szamolas és a logika miivészetének Otvozésével jarnak. A hagyomanyos oktatdsi modszerek a
kombinatorikat gyakran képletek és alapfogalmak kozvetitésével kozelitik meg. Ezen tanitési
modszerek azonban gyakran nem tesznek eleget a didkok kreativitdsanak és problémamegoldo
képességének fejlesztésének. A jelenlegi oktatasi gyakorlatok soran a tanarok gyakran csak a képletek
€s szamitasi modszerek ismertetésére 0sszpontositanak. Ez a passziv tanuldsi médszer nem 6sztonzi a
didkokat arra, hogy mélyebben megértsék, hogyan jonnek létre ezek a képletek, és hogyan
alkalmazhatok valds problémakra. Egy j tanitasi modszer bevezetése soran a szerzok arra 6szténzik a
tanuldkat, hogy ne csak fogadoi, hanem aktiv alkot6i is legyenek a matematikai nyelvnek. Ez azt jelenti,
hogy a diakokat arra buzditjak, hogy ne csupan memorizaljak a meglévo képleteket, hanem sajat maguk
is alkossak meg azokat, és teremtsenek egy sajat matematikai nyelvet. A matematika nyelve nem csupan
egy merev és valtozatlan rendszer; inkabb egy €16 és fejlodd nyelv, amelyen keresztiil a matematikusok
kifejezik gondolataikat. A tanulmany kiemeli a matematika nyelvén keresztiilli kommunikacio
fontossagat, és azt javasolja, hogy a didkok ne csak fogadjak el ezt a nyelvet, hanem aktivitasukkal
hozzajaruljanak annak formalasahoz és fejlesztéséhez. A kombinatorika tanitdsa nem csupan a képletek
memorizalasat és alkalmazasat jelenti, hanem egy folyamatot, amelyben a didkok részt vesznek a
matematikai gondolkodas fejlesztésében. A szerzok hangsilyozzak, hogy ne csak az eredményeket
kozoljék a didkokkal, hanem arra is 6sztonozzek Oket, hogy magyarazzak meg, hogyan jutottak el az
eredményhez. A tanulmany célja bemutatni, hogy a kombinatorika tanitasa egy olyan folyamat,
amelyben a diakok aktivan részt vesznek, nem csupan, mint passziv befogadok, hanem mint aktiv
alkotok. Az uj megkdzelités célja, hogy Osztondzze a didkokat a matematikai gondolkodas terén, és
elosegitse a kreativitasuk kibontakozasat a sajat matematikai nyelviikon keresztiil.
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1.1. Probléma felvetése

A masodéves tanitoképzds hallgaté a kovetkezo kollokviumi feladatot kaptak 2022. év 6szén:

Hany harombetiis értelmes vagy értelmetlen szot lehet megalkotni, ha hasznalhatjuk a kovetkezo
bettiket: a, b, ¢, d?

Az egyik hallgatd a kovetkezd megoldast irta le:

1. abra: A helytelen megoldas

A négyelemii harmadrendii ismétléses variaciok szamat a 43-t, egy javitds utan (athuzta a 4!-t és ez
utalhat arra, hogy eldszor ismétlés nélkiili permutaciokban gondolkodott) a hallgat6 jol hatarozta meg.
Az nem volt furcsa, hogy a megoldas mellet egy fa séma volt megrajzolva, hiszen az 6rakon is ilyeneket
rajzoltak, mert segitenek az ismétlés nélkiili permutaciok és a variacio szdmanak meghatarozasaban.
Csak itt az volt az érdekes, hogy a megrajzolt séma segit a haromelemi ismétlés nélkiili permutaciok
szamanak kiszamitasanal és nincs semmi kdze az adott feladathoz. Ez azt jelenti, hogy a hallgaté nem
érti a fa sémak kapcsolatat a permutaciok és a variacio szdmaval és csak azért rajzolt egyet (mégpedig
azt, ami legtobbszor jelent meg az o6rakon), mert az 6rakon is ezt tette. Latva ezt a megoldast, a tanar
radébbent, hogy az eréfeszitései, hogy képi reprezentaciok segitségével megkonnyitse a hallgatok
szamara a kombinatorika tanulasat hiabavalok voltak. A kutatok szamara most lett nyilvanvalo, hogy a
fa séma hasznalata ¢s hasznossaga, nem nyilvanvald minden hallgaté szamara. Eldontottek, hogy a
kovetkezd évben, nem csak bemutatjak a hallgatoknak a fa sémak hasznalatat, hanem olyan tanulasi
kornyezetet hoznak létre, hogy lehetdvé tegyék a hallgatok szamara, hogy konkrét reprezentaciok
felhasznalasaval és megfeleld feladatsor kivalasztasaval, a fa sémat Onalloan megszerkesszék és

crer

grafikus séma hasznalattal kapcsolatosan az algebrai kifejezések struktarajanak tanitdsaban.

2. Elméleti hattér
2.1. A matematika nyelve

A matematika egy sajatos, absztrakt nyelvet képez. Ezen allitasok relevanciajat adja egyteldl az,
hogy a természetes nyelvekhez hasonldéan a matematika is rendelkezik egy alapveto jelkészlettel, amely
az alapfogalmakat, a matematikai nyelv szdokészletét jeloli; masfelol, hogy adva van egy
szabalyrendszere is, amely a jelek egymas kozti viszonyat, kombinalhatdsagat, a matematikai szintek és
miveletek ,,grammatikajat” hatarozza meg. S6t még egy metanyelvi apparatusrol is szolhatunk, amely
a kédrendszer és a szabalyok értelmezését, a matematikai nyelv leirasat teszi lehetové (Pasztor, 2014:
121). Arcavi tanulmanyaban (2001) azt allitja, hogy a matematika didkjainak legaldbb harom
matematikai nyelvet kell kezelniiik: a retorikai, a szimbolikus és a grafikus nyelvet. Mindegyiknek
sajatos jellemzo6i vannak, és kiilonb6zd6 moddon hasznalhatok az értelmezés tamogatasara vagy
éppenséggel ellehetetlenitésére.
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2.2 Konstruktivizmus

A konstruktivizmus egy tanulasi elmélet, mely azt allitja, hogy a tanul6 a tudasnak nem egy passziv
befogaddja, hanem ellenkezdleg a tanuld a sajat tudasat aktivan megépiti (megkonstrualja).
A tanulas elméletei kozott a konstruktivizmus kiemelt helyet foglal el. Ennek az elméletnek megfeleléen
a diakok aktivan részt vesznek a tanuldsi folyamatban. A tudasukat sajat modszereikkel épitik fel, nem
masoktol kapjak meg. Ahogyan Bordner (1986) hangsulyozza: "A tudas a tanuld elméjében épiil fel.”
Amikor a tanulok felfedezik tanuldsi kdrnyezetiiket, a konkrét vilag és a tanuld kolcsondsen
befolyasoljak egymast, és a tanuld sok tapasztalatot szerez. Ezen a médon a tanuld értelmet ad az j
fogalmaknak, és probalja beépiteni azokat meglévd tudasaba. Néha mddositania kell a tudasat, hogy
alkalmazkodjon az 0j fogalmakhoz. igy a tanulo gazdagitja a tudasat. A tanulési folyamat soran a tanuld
kommunikal és egyiittmiikddik mas emberekkel. Ezen interakcid soran a tanuld olyan kiilonb6zo
nézdépontokkal talalkozhat, amelyek befolyasolhatjak a tanulasi folyamatat ugy, hogy a tanulo
megvaltoztatja a véleményét. A tanuld iranyitja és ellenoérzi sajat tanulasi folyamatat, és ezért felelos
érte (Bordner, 1986), (Naylor és Keogh, 1999), (Taber, 2011), (Sjoberg, 2010), (Iran-Nejad, 1995). A
tanarok tanulasi kornyezeteket készitenek eld a diakjaiknak annak érdekében, hogy konnyebbé tegyék
a tanulast. Osztonzik a didkok tanulasi kornyezetiik felfedezését, eldsegitik egymas kozotti
beszélgetéseket, €s batoritjak a diakokat, hogy tegyenek fel kérdéseket a tanar és a tobbi didk felé. Ez a
folyamat 6sztonzi a didkokat, hogy elmagyarazzak gondolataikat s tapasztalataikat, ami segitheti 6ket
€s Brooks, 1993) és (Dogru és Kalender, 2007). Ahogyan Good és Brophy tanulmanyukban (1994)
hangsulyozzak, a legmagasabb min6ségi tarsadalmi interakci6 a kis csoportokban toérténd tanulas soran
keletkezik. Emiatt a kis csoportokban vald tanulas, a konstruktivizmus alapja lesz az 1j tanulasi
megkozelitések kialakulasanak, a kollaborativ és kooperativ tanulasnak.

2.3 Reprezentdaciok

fogalom abrazolasara szolgal — hangsulyozza Duval (2006). Szerinte, .... a reprezentaciok lehetnek jelek
és azok Osszetett kapcsolatai, amelyek szabalyok szerint keletkeznek, és lehetdvé teszik egy rendszer,
folyamat vagy jelenségegyiittes leirasat” (Duval, 2006: 104). A reprezentacio valds targyakbol, papirra
vetett dolgokbol vagy egy egyéni elméjében 1évd otletekbdl épiilhet fel (Janvier, 1987). A
reprezentaciok létrehozasanak helyétol figgden két £6 tipus kiilonboztethetd meg: kiils6 és belsd. A
kiilsé reprezentaciok emberek kornyezetében keletkeztek és léteznek. A bels6k, mint mentalis
abrazolasok, az egyén tudasanak részeként keriilnek kialakitasra és tarolasra (Zhang, 1997). Zhang
(1997) tovabba azt allitja, hogy a kiilsé reprezentaciok memoridba rogzitésével azok belsd
reprezentaciova alakithatok, és forditva: a belsd reprezentacid kiilsd reprezentacidéva alakithato.
Gyakran el6fordul, hogy a belsé reprezentacido nem azonos a kiilsével (Haciomeroglu, Aspinwall és
Presmeg, 2010). Bruner tanulmanya (1966) szerint a tudas belsd reprezentacidinak harom tipusa van:
konkrét, ikonikus és szimbolikus. A konkrét reprezentaciok targyak felhasznalasaval, az ikonikusak
képek és abrak felhasznalasaval, a szimbolikus reprezentaciok pedig akkor alakulnak ki, amikor a tanulo
szimbolumokat hasznal. Bruner (1996) javasolja, hogy a tanulas els6 szakaszaban a diakoknak konkrét
targyakat kellene hasznalniuk, és csak ezutdn képeket, abrakat €s szimbolumokat. Miura (2001)
hangsulyozza, hogy két tipust reprezentacio létezik: oktatasi reprezentacio €s kognitiv reprezentacio.
Az oktatasi reprezentaciokat a tanarok hasznaljak a didkok tanuldsanak megkonnyitése érdekében.
Masrészrol a kognitiv reprezentaciokat a diakok maguk épitik fel, mik6zben matematikai fogalmakat
tanulnak vagy problémakat oldanak meg. Palmer (1978) szerint az abrazolt vilagban 1évo objektumok
kozotti kapesolatokat a reprezentalt vilagban megfeleld objektumok kozotti kapesolatok jelentik.
Samsuddin és Retnawati tanulmanya (2018) szerint a ,reprezentacio hidat képez az absztrakt
matematikai fogalom és a mindennapi élet dsszefiiggése kozott”. Az egyik reprezentaciorol a masikra
valo attérés kulcsfontossagn a matematika tanulasaban Duval (2006) szerint. A kiilonb6zo
reprezentaciok kiilonbdzo jellemzoket hangsulyoznak a reprezentalt dologban. Mivel a reprezentaciokat
kommunikacioban és gondolkodasban hasznaljak, a didkoknak meg kell tanulniuk, hogyan készitsék el
¢s értelmezzék azokat (Greeno és Hall, 1997). Mainali (2019) szerint a diakoknak ismerniiik kell a
kiilonbozd reprezentaciok kiillonbozé modjait, mert néhany problémat konnyebben meg lehet oldani a
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megfeleld reprezentaciok hasznalataval. Tobb kutato is egyetért azzal, hogy a reprezentaciok hasznalata
segitheti a tanulési folyamatot (Kilpatrick, Swafford és Findell, 2001), (Greeno ¢s Hall, 1997), (Goldin
¢s Shteingold, 2001). A kutatok felfedezéseiket dokumentaljak a konkrét reprezentaciok alkalmazasaval
kapcsolatban a fels6oktatasban a kvetkezo kutatasi cikkekben (Chan és Chan, 2023), (Hunt, Nipper és
Nash, 2011), (Stankov, 2014).

3. Az ismétlés nélkiili permuticiok tanitisa

Az Ujvidéki Egyetem Magyar Tannyelvii Tanitoképzé Karon a Matematika 2 targyat az okleveles
tanitd szakon a hallgatok a masodik évfolyamon tanuljak. A targyon beliil a kombinatorikat tiz
iskolaodran tanuljak. A 2023/24 iskolaévben a Matematika 2 targyat tizenkét hallgato hallgatta. A tanar
a hallgatokat harom csoportba osztotta, mindegyik csoportba négy hallgatd keriilt. A kombinatorika
részben a hallgatok az ismétlés nélkiili permutacidkat két oran keresztiil tanultdk. Az o6rakrol
hangfelvételek és jegyzetek késziiltek.

A hallgatok tanitasa soran a tanar kiilonb6z6 reprezentaciokat és mind a harom matematikai nyelvet
hasznalta: a retorikust (a tanar megfelel6 kérdéseket tesz fel és magyarazatokat kér), a szimbolikust és
grafikust, annak érdekében, hogy eldsegitse a hallgatok konstruktivista tanulasat.

A hallgatok kovetkezo feladatokat kaptak a tanulok:

1. Hanyféleképpen lehet sorba rendezni harom kiilénb6z6 szinti filctoll kupakot? Rakjanak ki
minden lehetséges esetet.

2. Hanyféleképpen lehet sorba rendezni harom kiil6nb6z6 szint filctoll kupakot, ha a kupakokat
»lefektetve” helyezziik el? Rakjanak ki minden lehetséges esetet.
Két csoport hallgatoi raktak a kupakokat ,.lefektetve” az els6 feladat megoldasanal is.
Tanar: ,,Fligg-e a sorba rendezések szama attél, hogy ,,allnak”, vagy ,.le vannak fektetve” a kupakok?”
Egyhangu valasz: ,,Nem fiigg! Mindkét esetben 6 a megoldas.”
A 2. é4brén lathato, hogyan raktak ki a hallgatok a kupakokat:

2. abra: A4 hallgatok megoldasa
Tanar: ,.Lehetne-e kevesebb kupakkal megmutatni ugyanezt a 6 rendezést?”

abran lathato:
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3. abra: Fa szerkezet — konkrét reprezentacioja a fa sémanak

Tanar: ,,Hogyan lehetne ezt a fiizetbe lejegyezni?”

Felhasznalva a filctollakat a hallgatok lerajzoltak az alkotasukat és megalkottak (megszerkesztették) a
fa séma tobbszini valtozatat. A hallgatdk a tanar kérésére a harom ,,agat” sszekapcsolva rajzoltak meg
a sémat és megkaptak a cserjeszéri rajzot A 4. abran lathato a hallgatdk altal megrajzolt fa séma mindkét
valtozata. A hallgatok megbeszélték a tanarral, hogy ezt fa sémanak nevezziik, bar nincs torzse.

4. abra: A szines fa séma

Kovetkezett az utolso cselekvést iranyitd kérdés:

Tanar: ,,Hogyan lehetne ezt a fiizetbe lejegyezni, ha csak egy szinii ceruzank van?”

A hallgatok a szines szakaszok helyett egyszinii szakaszokat rajzoltak és a szinek els6 betiiivel jelolték
oket. igy megalkottak az 5. dbran lathaté fa sémat,
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5. abra: Fa séma

Tanar: ,.Lehetne-e lejegyezni a 6 rendezést rajz nélkiil, révidebben?”

Csak a szinek els6 betiiit hasznalva, a hallgatok a 6. abran lathaté megoldast irtak le, ami a hat
rendezés szimbolikus reprezentacioja. A tanar azt kéri, hogy a séma againak végén irjak le a megfeleld
szimbolikus reprezentacidkat, hiszen egy, egy rendezés egy, egy ,,utnak” (szakaszok sorozatanak) felel
meg. Ezek az ,,utak” a ,,cserje” (,,fa”) ,.tovétol” a ,.cserje” legszElso agaikig huzddnak.

6. abra: Rendezés szimbolikus reprezentacioja

A fa sémat a hallgatok megrajzoltak a tablan is, hogy konnyebben besz¢ljék meg a séma hasznalatat a
permutaciok szamanak kiszamolasanal. A tanar kérdéseivel iranyitotta a beszélgetést, illetve a tanulast.
Tanar: ,,Hany valasztasi lehet6ségiink van az elsd kupak valasztasanal. Melyek azok €s ez hol latszik a
fa séman?”

Hallgato1: ,,Harom lehetdségiink van: zold, kék és fekete.” A hallgatdo mutatja az els6 harom szakaszt
(kiilonbozo betiikkel jelolve), melyeknek k6zos végpontjuk van.

Tanar: ,,Minden ilyen valasztas utan, a masodik kupakot hanyféleképpen lehet valasztani?”
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Hallgato2: | Kétféleképpen! Ha elsének a zoldet valasztottuk, akkor a masodik lehet kék vagy fekete.
Ha elsének a kéket valasztottuk, akkor a masodik lehet zold vagy fekete. Ha elsonek a feketét
valasztottuk, akkor a masodik lehet z6ld vagy kék.” A Hallgaté mutatja a megfeleld szakaszokat a
sémaban.
Tanar: ,,Minden alkalommal, amikor kivalasztottuk az elsé és a masodik kupakot, hanyféleképpen
valaszthatjuk a harmadik kupakot?”’
Hallgat62: ,,Akkor mar nem valaszthatunk, mert csak egy kupak marad!”
Tanar: ,,Mégis ekkor hany valasztasi lehetdségiink van?”
Hallgat63: ,,Csak egy valasztasi lehetdségiink van.”
Tanar: ,,Ha ezeket tudjuk, hogyan szamoljuk ki a rendezések szamat?”
Hallgat62: ,,Megszorozzuk a kett6t meg a harmat.”
Tanar: ,,Melyik sz6 utal arra, hogy szorozni kell?”
Hallgaté4: ,,Az, hogy minden elso valasztas utan a masodikat kétféleképpen vehetjiik.” Mutatja a séman
a megfeleld szakaszokat.
Tanar: ,Mi van a harmadik valasztassal? Vegyiik ezt is figyelembe a rendezések szamanak
kivalasztasanal.”
Hallgato3: ,,Akkor jelolhetjiik, hogy eggyel meg kell szorozni a haromszor kettdt, mert mindig egy
lehet6ségiink maradt a valasztasra.
A hallgatok a tablara, a fa séma mellé, leirtak a lehetséges esetek szamanak kiszamitasat is:
3-2-1=6
3-2-1=3!
Ezek utan kovetkezett az analdg feladatok 0sszeallitdsa. Az analdg feladatok célja az, hogy a hallgatdkat
0sztonozziik, hogy absztrahaljanak €s olyan targyakat (él6lényeket) is reprezentaljanak szakaszokkal,
melyek alakja nem emlékeztet szakaszra. Az els6 feladat, még mindig vagonokrdl szol, melyek alakja
hasonlit a kupakok alakjara, de a tobbi feladatban masmilyen alaka elemek jelenck meg.

1. Egy vonat elején a mozdony all, amelyhez harom vagont csatolnak: egy utasszallitot, egy
teherszallitot és egy haldkocsit. Hany kiilonb6zo sorrendben kapcsolhatjak a harom vagont a mozdony
utan?

2. Harom barat moziba megy. A harom megvasarolt jegy egymas mellé sz6l az 6t6dik sorban,
a hatodik széktol a nyolcadikig. Hanyféleképpen iilhet le a harom barat ezekre a székekre?

A hallgatdk az elsé feladatnal mar észrevették, hogy az el6z6 feladat megoldasa ezeknek a feladatoknak
a megoldasa is. Konnyen alkottak jabb feladatokat, melyeknek a megoldasa ugyanez volt.

Analég modon, de nem hasznalva konkrét reprezentaciokat, csak megfeleld sémakat a hallgatok
megkaptak, hogy a négyelemes ismétlés nélkiili permutaciok szama: 4!

Ebbdl mar tudtak altalanositani és megkaptak, hogy az n elemi ismétlésnélkiili permutaciok szama: n!
Hasonlo6 képen lettek tanitva a variaciok is.

A kollokviumon a hallgatok azt a feladatot kellett, hogy megoldjak, amely megoldasa a cikk elején lett
bemutatva. Minden hallgato hasznalta a fa sémat a feladat kidolgozasanal és minden megoldas helyes
volt.

3. Konkluzio

Gyakran eléfordul, hogy a tanarok nincsenek tisztaban azzal, hogy az altaluk hasznalt reprezentaciok
nem mindig érthetéek a hallgatok szamara, noha azok eredetileg a tanulas segitése céljabol keriilnek
elotérbe.

A bemutatott tanitds a konstruktivista tanuldsi elméletet alapjan tortént: a hallgatok oOnalldéan
megalkottak, megkonstrualtak a fa sémat ¢és ennek kdszonhetden, megértették a strukturajat és azt is,
hogy hogyan reprezentalja a feladatokban megjelend targyakat. A séma lathatova tette azt, hogy
szisztematikusan hogyan érdemes kiszamolni a lehetséges esetek szamat. A tanitasi modszer sikere
szorosan Osszefliggott a hallgatok el6zo tapasztalataival, kiilondsen a fa séma konstrukcidja soran. Ez
azért volt lehetséges, mert a didkok eldszor konkrét targyakkal dolgoztak és probaltak meg kirakni a
megoldast kupakok segitségével. Ez a megkdzelités tamogatja Bruner (1996) tanulméanyaban foglalt
javaslatat, mely szerint a tanulas kezdeti szakaszdban a didkoknak érdemes konkrét targyakkal
dolgozniuk, mieldtt attérnének a képek, abrak és szimbolumok hasznalatara. A konkrét reprezentaciok
hasznalata ,,hidat” (konnyebb atmenetet) jelent az absztraktabb fa séma felé és lehetové teszi a hallgatok
szamara, hogy Osszekdssék a feladatban szerepld targyakat a sémaban szerepl6 szakaszokkal.
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COMMUNICATION IN THE LANGUAGE OF MATHEMATICS

Abstract
In teaching combinatorics, teachers usually give the formulas during the explanation of the basic
concepts and the students use these formulas during the practice. However, this does not necessarily
promote the creativity and problem-solving ability of the students, as they do not understand where these
formulas come from and how they can be applied in different situations. The authors of the study present
a teaching method that encourages students to create their own formulas and create their own language,
the language of mathematics. The aim of the study is to show that teaching combinatorics is not just

memorizing and applying existing formulas, but a process in which students actively participate in
developing mathematical thinking,.

Keywords: combinatorics, teaching combinatorics without formulas, language of mathematics
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