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STANKOV GORDANA1, PAPP ZOLTÁN2

1

2Újvidéki Egyetem Magyar 
1sgordonka@yahoo.com; 2zoltan.papp@magister.uns.ac.rs 

KOMMUNIKÁCIÓ A MATEMATIKA NYELVÉN 

Összefoglaló
A kombinatorika tanításában a tanárok általában az alapfogalmak magyarázata során megadják a 

képleteket és a tanulók a gyakorlás folyamán ezeket a képleteket használják. Ez azonban nem feltétlenül 
ségét, hiszen nem értik meg, hogy honnan 

tanulmányban egy olyan tanítási módszert mutatnak be, amely ösztönzi a tanulókat, hogy saját maguk 
alkossák meg a képleteket, illetve saját maguk teremtsenek egy nyelvet, a matematika nyelvét. A 

memorizálását és alkalmazását jelenti, hanem egy olyan folyamatot, amelyben a tanulók aktívan részt 
vesznek a matematikai gondolkodás fejlesztésében. 

Kulcsszavak: kombinatorika, kombinatorika oktatása képletek nélkül, matematika nyelve

A kombinatorika, mint matematikai terület, azokat az elveket és módszereket kutatja, amelyek a 

kombinatorikát gyakran képletek és alapfogalmak közvetítésével közelítik meg. Ezen tanítási 
módszerek azonban gyakran nem tesznek eleget a diákok kreativitásának és problémamegoldó 
képességének fejlesztésének. A jelenlegi oktatási gyakorlatok során a tanárok gyakran csak a képletek 
és számítási módszerek ismertetésére összpontosítanak. Ez a passzív tanulási módszer nem ösztönzi a 
diákokat arra, hogy mélyebben megértsék, hogyan jönnek létre ezek a képletek, és hogyan 

tanulókat, hogy ne csak fogadói, hanem aktív alkotói is legyenek a matematikai nyelvnek. Ez azt jelenti, 

is alkossák meg azokat, és teremtsenek egy saját matematikai nyelvet. A matematika nyelve nem csupán 
egy merev és változatlan rendszer; inkább egy é
kifejezik gondolataikat. A tanulmány kiemeli a matematika nyelvén keresztüli kommunikáció 
fontosságát, és azt javasolja, hogy a diákok ne csak fogadják el ezt a nyelvet, hanem aktivitásukkal 
hozzájáruljanak annak formálásához és fejlesztéséhez. A kombinatorika tanítása nem csupán a képletek 
memorizálását és alkalmazását jelenti, hanem egy folyamatot, amelyben a diákok részt vesznek a 

ne csak az eredményeket 

eredményhez. A tanulmány célja bemutatni, hogy a kombinatorika tanítása egy olyan folyamat, 
amelyben a diákok aktívan részt vesznek, nem csupán, mint passzív befogadók, hanem mint aktív 
alkotók. Az új megközelítés célja, hogy ösztönözze a diákokat a matematikai gondolkodás terén, és 
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1.1. Probléma felvetése 
 

 
e: 

 

 
 

1. ábra: A helytelen megoldás  
 

-t, egy javítás után (áthúzta a 4!-t és ez 

Az nem volt furcsa, hogy a megoldás mellet egy fa séma volt megrajzolva, hiszen az órákon is ilyeneket 
rajzoltak, mert segítenek az ismétlés nélküli permutációk és a variáció számának meghatározásában. 
Csak itt az volt az érdekes, hogy a megrajzolt séma segít a háromelem
számának kiszámításánál és nincs semmi köze az adott feladathoz. Ez azt jelenti, hogy a hallgató nem 
érti a fa sémák kapcsolatát a permutációk és a variáció számával és csak azért rajzolt egyet (mégpedig 
azt, ami legtöbbször jelent meg az órákon), mert az órákon is ezt tette. Látva ezt a megoldást, a tanár 

számára a kombinatorika tanulását hiábavalók voltak. A kutatók számára most lett nyilvánvaló, hogy a 
fa séma használata és hasznossága, nem nyilvánvaló minden hallgató számára. Eldöntötték, hogy a 

é tegyék a hallgatók számára, hogy konkrét reprezentációk 

megtanulják a használatát. Stankov disszertációjában (2008) sikeresen használt hasonló módszert a 
grafikus séma használattal kapcsolatosan az algebrai kifejezések struktúrájának tanításában. 
 
2. Elméleti háttér 
2.1. A matematika nyelve 

hogy a természetes nyelv

szabályrendszere is, amely a jelek egymás közti viszonyát, kombinálhatóságát, a matematikai szintek és 

121). Arcavi tanulmányában (2001) azt állítja, hogy a matematika diákjainak legalább három 
matematikai nyelvet kell kezelniük: a retorikai, a szimbolikus és a grafikus nyelvet. Mindegyiknek 

éppenséggel ellehetetlenítésére. 
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2.2 Konstruktivizmus 
A konstruktivizmus egy tanulási elmélet, mely azt állítja, hogy a tanuló a tudásnak nem egy passzív 

 
A tanulás elméletei között 
a diákok aktívan részt vesznek a tanulási folyamatban. A tudásukat saját módszereikkel építik fel, nem 
másoktól kapják meg. Ahogyan Bordner (1986) hangsúlyozza: "A tudás a tanuló elméjében épül fel." 
Amikor a tanulók felfedezik tanulási környezetüket, a konkrét világ és a tanuló kölcsönösen 
befolyásolják egymást, és a tanuló sok tapasztalatot szerez. Ezen a módon a tanuló értelmet ad az új 
fogalmaknak, és próbálja beépíteni azokat 
alkalmazkodjon az új fogalmakhoz. Így a tanuló gazdagítja a tudását. A tanulási folyamat során a tanuló 

pontokkal találkozhat, amelyek befolyásolhatják a tanulási folyamatát úgy, hogy a tanuló 

érte (Bordner, 1986), (Naylor és Keogh, 1999), (Taber, 2011), (Sjoberg, 2010), (Iran-Nejad, 1995). A 

beszélgetéseket, és bátorítják a diákokat, hogy tegyenek fel kérdéseket a tanár és a többi diák felé. Ez a 

abban, hogy rájöjjenek, vannak néhány ellentmondások a tudásukban (Tobin és Tippins, 1993), (Brooks 
és Brooks, 1993) és (Dogru és Kalender, 2007). Ahogyan Good és Brophy tanulmányukban (1994) 

keletkezik. Emiatt a kis csoportokban való tanulás, a konstruktivizmus alapja lesz az új tanulási 
megközelítések kialakulásának, a kollaboratív és kooperatív tanulásnak. 

 
2.3 Reprezentációk 

Valamit egy dolog vagy fogalom reprezentációjának nevezünk, amikor az egy más dolog vagy 
fogalom ábrázolására szolgál  

 A reprezentáció valós tárgyakból, papírra 

ábrázolások, az egyén tudásának részeként kerülnek kialakításra és tárolásra (Zhang, 1997). Zhang 

 reprezentációinak három típusa van: 
konkrét, ikonikus és szimbolikus. A konkrét reprezentációk tárgyak felhasználásával, az ikonikusak 
képek és ábrák felhasználásával, a szimbolikus reprezentációk pedig akkor alakulnak ki, amikor a tanuló 
szimbólumokat ha
tárgyakat kellene használniuk, és csak ezután képeket, ábrákat és szimbólumokat. Miura (2001) 
hangsúlyozza, hogy két típusú reprezentáció létezik: oktatási reprezentáció és kognitív reprezentáció. 
Az oktatási reprezentációkat a tanárok használják a diákok tanulásának megkönnyítése érdekében. 

tanulnak vagy problémákat oldanak meg

matemat

Mivel a reprezentációkat 
kommunikációban és gondolkodásban használják, a diákoknak meg kell tanulniuk, hogyan készítsék el 
és értelmezzék azokat (Greeno és Hall, 1997). Mainali (2019) szerint a diákoknak ismerniük kell a 

módjait, mert néhány problémát könnyebben meg lehet oldani a 
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segítheti a tanulási folyamatot (Kilpatrick, Swafford és Findell, 2001), (Greeno és Hall, 1997), (Goldin 
és Shteingold, 2001). A kutatók felfedezéseiket dokumentálják a konkrét reprezentációk alkalmazásával 

Nash, 2011), (Stankov, 2014). 
 

3. Az ismétlés nélküli permutációk tanítása 

tanító szakon a hallgatók a második évfolyamon tanulják. A tárgyon belül a kombinatorikát tíz 
iskolaórán tanulják. A 2023/24 iskolaévben a Matematika 2 tárgyat tizenkét hallgató hallgatta. A tanár 
a hallgatókat három csoportba osztotta, mindegyik csoportba négy hallgató került. A kombinatorika 
részben a hallgatók az ismétlés nélküli permutációkat két órán keresztül tanulták. Az órákról 
hangfelvételek és jegyzetek készültek. 

grafikust,   
 

minden lehetséges esetet. 
2. Hányféleké

 
 

-e a sorba  
 

A 2.  ábrán látható, hogyan rakták ki a hallgatók a kupakokat: 
 

 
 

2. ábra: A hallgatók megoldása 
 

-e  
A hallgatók módosították alkotásukat és megkonstruálták a fa séma konkrét reprezentációját, mely a 3. 
ábrán látható: 
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3. ábra: Fa szerkezet  konkrét reprezentációja a fa sémának 
 

 
Felhasználva a filctollakat a hallgatók lerajzolták az alkotásukat és megalkották (megszerkesztették) a 

a sémát és meg
változata. A hallgatók megbeszélték a tanárral, hogy ezt fa sémának nevezzük, bár nincs törzse. 
 

 
 

4. ábra: A színes fa séma 
 
Következett az utolsó cselekvést irányító kérdés: 
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5. ábra: Fa séma 
 

-  

rendezés szimbolikus reprezentációja. A tanár azt kéri, hogy a séma ága

 

 
 

6. ábra: Rendezés szimbolikus reprezentációja 
 

A fa sémát a hallgatók megrajzolták a táblán is, hogy könnyebben beszéljék meg a séma használatát a 
permutációk számának kiszámolásánál. A tanár kérdéseivel irányította a beszélgetést, illetve a tanulást. 
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ek a feketét 

sémában. 

 
Hallgató  

 
 

 
 

 

 
 is figyelembe a rendezések számának 

 

 
A hallgatók a táblára, a fa séma mellé, leírták a lehetséges esetek számának kiszámítását is: 

 
 

Ezek után következett az analóg feladatok összeállítása. Az analóg feladatok célja az, hogy a hallgatókat 

eladat, még mindig vagonokról szól, melyek alakja 
hasonlít a kupakok alakjára, de a többi feladatban másmilyen alakú elemek jelenek meg.          

1. Egy vonat elején a mozdony áll, amelyhez három vagont csatolnak: egy utasszállítót, egy 
teherszállítót és e
után? 

2. Három barát moziba megy. A három megvásárolt jegy egymás mellé szól az ötödik sorban, 
zékekre? 

a megoldása is. Könnyen alkottak újabb feladatokat, melyeknek a megoldása ugyanez volt.  
Analóg módon, de nem használva konkrét 
megkapták, hogy a négyelemes ismétlés nélküli permutációk száma: 4! 

 
Hasonló képen lettek tanítva a variációk is. 
A kollokviumon a hallgatók azt a feladatot kellett, hogy megoldják, amely megoldása a cikk elején lett 
bemutatva. Minden hallgató használta a fa sémát a feladat kidolgozásánál és minden megoldás helyes 
volt. 
 
3. Konklúzió 

a tanárok nincsenek tisztában azzal, hogy az általuk használt reprezentációk 

 
A bemutatott tanítás a konstruktivista tanulási elméletet alapján történt: a hallgatók önállóan 

szisztematikusan hogyan érdemes kiszámolni a lehetséges esetek számát. A tanítási módszer sikere 

 meg kirakni a 
megoldást kupakok segítségével. Ez a megközelítés támogatja Bruner (1996) tanulmányában foglalt 
javaslatát, mely szerint a tanulás kezdeti szakaszában a diákoknak érdemes konkrét tárgyakkal 

imbólumok használatára. A konkrét reprezentációk 

 



 

91 
 

IRODALOM 
 

Arcavi, A. (2009): The Languages of Mathematics. In: Subramarian, K. (szerk.): The Episteme Reviews 
(Vol. 3): Research Trends In Science, Technology And Mathematics Education. Macmillan 
Publishers India Ltd., New Delhi: India. 

Bordner, G.M. (1986): Constructivism the theory of knowledge. J. Chem. Educ., 65, 873 878. 
Brooks, J. G. és Brooks, M. G. (1993): In search of understanding: the case for constructivist 

classrooms. Alexandria, USA: Association for Supervision and Curriculum Development. 
Bruner, J. S. (1966): Toward a theory of instruction. Cambridge, Massachusetts: Belkapp Press. 
Chan, J.W.Y. és Chan, W.W.L. (2023): Examining the learning effects of concrete and abstract materials 

among university students using a two-dimensional approach. Br J Educ Psychol., 93. 4.  
1053 1071. 

International journal of environmental & science 
education, 2. 1. 3 13. 

Duval, R. A. (2006): Cognitive Analysis of Problems of Comprehension in a Learning of Mathematics. 
Educ. Stud., 61. 1. 103 131. 

Good, T.L. és Brophy, J.E. (1994): Looking in Classrooms. New York, USA: Harper Collins College 
Publishers. 

Greeno, J. G. és Hall, R. P. (1997): Representation: Learning with and about representation forms. The 
Phi Delta Kappan, 78. 5. 361 367. 

Haciomeroglu, E. S., Aspinwall, L. és Presmeg, N. C. (2010): Contrasting Cases of Calculus Students' 
Understanding of Derivative Graphs. Mathematical Thinking and Learning, 12, 152 176. 

Hunt, A. W., Nipper, K. L és Nash, L. E. (2011): Virtual vs. Concrete Manipulatives in Mathematics 
Teacher Education: Is One Type More Effective Than the Other? Current Issues in Middle Level 
Education. 16. 2. 1 6. 

Iran-Nejad, A. (1995): Constructivism as substitute for memorization in learning: meaning is created by 
learner. Education, 116, 16 32. 

Janvier, C. (1987): Representation and Understanding: The Notion of Function as an Example. 
Hillsdale, NJ: Lawrence Erlbaum Associates, Inc. 

Kilpatrick, J., Swafford, J. és Findell, B. (2001, szerk.): Adding it up: Helping children learn 
mathematics. Washington, DC: National Academy Press. 

Mainali, B. (2019). Investigating the relationships between preferences, gender, task difficulty, and high 
International Journal of Research in Education and 

Science (IJRES), 5. 1. 224 236. 
Miura, I. T. (2001): The influence of language on mathematical representation. In Cuoco A. A.  és 

Curcio F. R.  (szerk.): The roles of representation in school mathematics. Reston VA: National 
Council of Teachers of Mathematics, 53 62. 

Naylor, S. és Keogh, B. (1999): Constructivism in classroom: Theory into practice. J. Sci. Teacher 
Educ., 10, 93 106. 

Palmer, S. E. (1978): Fundamental aspects of cognitive representation. In Rosch, E. és Lloyd, B. B. 
(szerk.): Cognition and Categorization. Hillsdale, NJ: Erlbaum, 259 303. 

Pásztor, K. M. (2014): A nyelvészet matematikája. Létünk, 44.4. 118 126. 
Samsuddin, A.F. és Retnawati, H. (2018): Mathematical representation: the roles, challenges and 

implication on instruction. J. Phys.: Conf. Ser., 1 8. 
Sjoberg, S. (2010): Constructivism and learning. In Baker, E., McGaw, B. és Peterson, P., (szerk.): 

International encyclopedia of education. Elsevier: Oxford, UK, 485 495. 
Stankov, G. (2008): Konkrét és képi reprezentációk használata a hetedik osztályos algebratanításban. 

PhD értekezés. Debreceni Egyetem. Természettudományi Doktori Tanács. Matematika és 
Természettudományok Doktori Iskola.

Stankov, G. (2014): Játszva tanuljuk a lineáris egyenletek megoldását mérlegelvvel. In Szitányi, J. 
(szerk.): Tanulmányok Szendrei Julianna emlékére. ELTE, Budapest. 

Taber, K.S. (2011): Constructivism as educational theory: contingency in learning, and optimality 
guided instruction. In Hassaskhan J., (szerk.): Educational theory.  Nova Science Publishers: 
Hauppauge, New York, USA,  39 61. 



 

92 
 

Tobin K. és Tippins, D. (1993): Constructivism as a Referent for Teaching and Learning. In Tobin K. 
(szerk.): The Practice of Constructivism in Science Education.  Lawrence Erlbaum Associates: 
Hillsdale, New Jersey, USA, 3 22. 

Zhang, J. (1997): The nature of external representations in problem solving. Cogn. Sci., 21. 2. 179 217. 
 

COMMUNICATION IN THE LANGUAGE OF MATHEMATICS 
 

Abstract 
In teaching combinatorics, teachers usually give the formulas during the explanation of the basic 

concepts and the students use these formulas during the practice. However, this does not necessarily 
promote the creativity and problem-solving ability of the students, as they do not understand where these 
formulas come from and how they can be applied in different situations. The authors of the study present 
a teaching method that encourages students to create their own formulas and create their own language, 
the language of mathematics. The aim of the study is to show that teaching combinatorics is not just 
memorizing and applying existing formulas, but a process in which students actively participate in 
developing mathematical thinking.  
 
Keywords: combinatorics, teaching combinatorics without formulas, language of mathematics 
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